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Riassunto.

In questo lavoro si esaminera la soluzione dei sistemi di equazioni non lineari con delle
procedure che sorgono come una naturale estensione dei metodi iterativi impiegati per i
sistemi di equazioni lineari. In particolare si approfondira la combinazione del metodo
non lineare di Newton con i metodi lineari Jacobi e Gauss-Seidel. Il contesto analitico a
cui s fara piu immediato riferimento e la soluzione diretta del sistema delle equazioni
normali per la determinazione degli stimatori ai minimi quadrati.
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1. 1l contesto analitico

Consideriamoiil problemadi determinare, con il metodo dei minimi quadrati, il vettore dei
parametri B=(B,, B,, .. , B,) chesiail minimo assoluto, in un qualche sottoinsieme di Rk,
per lasommadei residui quadrati:

B = él[y‘ - 1“(><i:ﬁ)]2 (L)

dove le{y;} sono valori osservati sulla variabile endogenadi un dato sistema e le f(X;,5)
sono i valori realizzati nella corrispondente funzione di risposta in dipendenza dei para-
metri B e dei regressori X; Al fine di semplificare la trattazione analitica del problema
facciamo |le seguenti ipotesi:

1) pOB] R con B compatto e convesso.

2) S(B) haun unico punto di minimo B“nell' insieme B. Inoltre, B~ & interno aB.

3) Per ogni valore dell'indice i le f f(X;, ) sono dotate di derivate prime e seconde
rispetto a 3 continue su B.

4) Seindichiamo con H(B)=q'(B) I' Hessiano della (1.1) questo sarain B sempre
positivo definito.

5) Si dispone di unastimainiziale dei parametri 5°, pure appartenente B.

Leipotesi (1-5) afferiscono alladeterminazione andliticae numericadel valoredi B~ mentre,
per |e proprieta statistiche che assicurino che 8- siail valore di uno stimatore efficiente e
dotato delle usuali proprieta asintotiche si possono vedere Jenrich (1969) e Malinvaud
(2970).

Le condizioni esposte incorporano, nellaloro drasticita, una accurata ricerca preli-
minare sul comportamento di S3) nello spazio parametrico in modo da poter circoscrive-
re il sottospazio B all’interno del quale possano valere le condizioni richieste. Laricerca
avra soprattutto lo scopo di localizzare approssimativamente 8- determinare 89, e con-
trollare che 89 siaabbastanzaisolato cioé non troppo vicino ad altri punti critici di S(B) la
eventualmente presenti nello spazio parametrico che potrebbero rendere fallaci molti me-
todi iterativi anche con valori iniziali apprezzabili (Tarsitano, 1979).

La determinazione del punto di minimo della funzione (1.1) puo essere effettuata,
nelle condizioni poste, risolvendo e equazioni corrispondenti alle condizioni del primo
ordine. Indichiamo con q(p) il vettore delle k derivate parziai prime della S(p) rispetto a

ﬁﬂ

Qi(ﬁ)ZQi(ﬁl,B@---'@)=d§(ﬁiﬁ), i=12...k (1.2

Le ipotes (1-5) assicurano che il punto di minimo assoluto esiste ed € dato dall'unica
soluzione B-del sistema



qu(ﬂl,ﬂz,...,ﬁk)=0
EQZ(ﬁl’BZ’"-’ﬁK):O
O (1.3
H(Bu o B) =0

| metodi iterativi esaminati in questo articolo sono orientati alla soluzione del sistema
(1.3). Tale approccio ale regressioni non lineari e molto meno praticato rispetto alle pro-
cedure (cfr. Goldfeld et al. 1966; Hartley, 1961; Marquardt, 1963) che perseguono la mi-
nimizzazione diretta dellafunzione (1.1) a causa soprattutto delle maggiori difficoltaope-
rative che spesso impone a paritadi efficienza nei risultati.

Puo succedere comunque che le differenti caratteristiche numeriche degli algoritmi
originati dai metodi risolutivi del sistema (1.3) risultino piu aderenti al problema conside-
rato e che abbiamo quindi maggiori possibilitadi successo che noni metodi di minimizza-
zionediretta. Qual e approccio seguire € unadecisione che puo scaturire solo daconsidera-
zioni contingenti che prescindono in buona parte dalle teorie dei metodi rimanendo basate
sull'esamedel particolare problemaaffrontato e sulle caratteristiche numeriche degli algo-
ritmi effettivamente disponibili.

2. Due metodi lineari : Gauss-Seidel e Jacobi
Trale molte tecniche per la soluzione di un sistema di equazioni lineari che potrebbero
essere estese ai sistemi non-lineari ci limiteremo ad esaminarne due fraquelle piu diffuse.

Metodo Gauss-Seidel
Siadato il sistemalineare di k equazioni in k incognite:

Ax=c con rango(A) = k (2.1

se gli elementi sulla diagonae della matrice A sono tutti diversi da zero, le iterazioni
procedono nel modo seguente :

Siadatoil valorexP allap-esimaiterazione e siapuredato il valore delle prime (i-1)
componenti di x*! alla (p+1)-esima iterazione. Per ottenere il valore dellai-esima com-
ponente di xP*! bisogna risolvere rispetto ad x I'equazione lineare:

i + k
3 a7 =axt 3 apf =g (22

e porre xi|O+l = x. Si passa poi ad un'altra equazione per ottenere la componente successi-

va xiﬂ’il e questo s ripetera fino a che non si siano determinate le k incognite e fino a

guando le soluzioni non si siano ragionevol mente stabilizzate.



Una proficua modifica € quella di assumere xi|O+l come dato dallarelazione:

xPH = xP +a(x - xip) (2.3)

dove x élasoluzione della(2.2) ed a € un parametro scelto in modo tale che:

o -5 <

; b) Lim HAXp —CH =0 (2.4)
p_>00

dove|| . || indicauna qualche normadefinitasu R. Il principio espresso dalle (2.4) viene
indicato come Steepest-Descent ed il suo rispetto per ogni valore dell' indice p costituisce
un elemento essenziale della progettazione degli schemi iterativi.

Al finedi esprimereil processo Gauss-Seidel in forma compatta conviene scompor-
relamatrice A del sistema (2.1) nellaforma

A=D-L - U (2.5)

dove D é una matrice diagonale, L una matrice strettamente triangolare bassa ed U una
matrice strettamente triangolare ata. L'avverbio strettamenteindicache gli elementi sulla
diagonale di L e di U sono degli zeri. Nell'ipotesi che gli elementi sulla diagonale di D
siano tutti non nulli i passi (2.2) e (2.3) possono essere formulati nellapiu compatta espres-
sione

xP"L=xP+a(D-L)*rP con rP=ArP-c (2.6)
Metodo di Jacobi

Siadatoil valore di xP allap-esimaiterazione. Lacomponentei-esimadi xP* L alla(p+1)-
esima iterazione é determinata risolvendo rispetto ad x |'equazione lineare:

k
aX+ 3 &X =G
j=i+l

J#i

(2.7)

e ponendo xiID+1 = x. Anche in questa procedura € possibile utilizzare un parametro di

guida che comporti la verificadelle (2.4). In questo caso I'i-esima componente adlaitera-
zione (p+1) sara data da:

xPH = xP +a(x - xip) (2.8)

dove x &, analogamente all'altro schema, la soluzione della (2.7). Compl etata la determi-
nazione delle k incognite si pud procedere all'esame della differenza tra xP e xP* per
decidere se effettuare o meno un altro ciclo di iterazioni.



Utilizzando la scomposizione (2.5) la versione pit compatta del metodo di Jacobi e

xP"l=xP4+aDP con rP=ArP —¢ (2.9)

Sia lo schema (2.6) che il (2.9) possono essere utilizzati nei sistemi di equazioni non
lineari secondo due diverse impostazioni che assegnano ciascuna un preciso e differente
significato alalocuzione "metodi lineari generalizzati" con cui questi tipi di schemi sono
conosci uti.

3. Dualita dei metodi lineari generalizzati

Molti metodi per il calcolo delle regressioni non lineari, sia che aderiscano all'approccio
dellaminimizzazione direttadella §B) in (1.1) che alla soluzione delle equazioni normali
in (1.3) prevedono nel loro passo iterativo la soluzione di un sistemadi equazioni lineari.
Ad esempio il metodo Newton per lasoluzione del sistema (1.3) adopera come incremen-
to del valore corrente P la soluzione del sistemallineare

[HE] (8- B°)=d(P) (31

dove H(BP) é la matrice Hessiano costituita con le derivate parziali delle equazioni (o}
rispetto ai parametri {3}. Un primo modo di impiegare i metodi (2.6) e (2.9) e nellasolu-
zione del sistemi lineari di tipo (3.1) generati dai metodi non lineari. Si potrebbero ad
esempio considerare combinazioni del tipo Newton- Seidel oppure Newton-Jacobi. Que-
staangolatura pero coglierebbe i metodi lineari generalizzati nel loro ruolo tradizionale e
sotto questo aspetto non presentano novita interessanti, anzi ¢i sono seri dubbi sullaloro
efficienza soprattutto se messi a confronto con le tecniche di inversione della matrice del
sistema(3.1).

L 'estensione piu promettente del metodi iterativi lineari Seidel e Jacobi si raggiunge
ipotizzando schemi misti non lineari/lineari. Ad esempio con il metodo Seidel si potrebbe
costruire |'algoritmo:

Ei. Dato Bp:( Pl 2'?’*1,...,[48;1,ﬁp,...,,af)

%2. Risolvi g (,BD):O rispetto a 3"

8. Definisci 7" = B° + a7 - ) (32)
54. Se i<k ritorna al punto 1

Un simile schema sarebbe pero valido se le equazioni ad una incognita che di voltain
voltarisultano a passo 2 avessero una soluzione unica in un qualche specifico dominio.
Tale condizione e piuttosto difficile da assicurare ameno di ipotesi molto forti sulle fun-
zioni coinvolte. Inoltre, anche se questa unicita di soluzione fosse garantita, non sempre
sarebbe disponibile un algoritmo che converga alle singole soluzioni in un numero prede-
terminabile e comunque contenuto di iterazioni. E' possibile pero applicare ogni voltail
metodo di Newton (o altro equivalente) per ottenere delle approssimazioni alle soluzioni



delle singole equazioni. In questo caso il metodo di Newton assumerebbe laveste di com-
ponente secondaria rispetto all'impostazione primitivamente lineare del metodo. Definia-
mo quindi gli schemi

Algoritmo Seidel-Newton

Ei. Dato ,Bp:( Pl Bf,...,[ﬁﬂl,ﬁp,...,ﬁf)

. Calcola h E [H(Bp)] 4 ()

(8. Definisci P = B + oy (6°) (33)
%L Se i<k ritorna al punto 1

Algoritmo Jacobi-Newton

Ei. Dato ,Bp:( Pl Bf,...,[ﬁﬂl,ﬁp,...,ﬁf)

. Calcola f E [H(Bp)] 4 (&)

(8. Definisci P = B + ahy(6°) (34)
%L Se i<k ritorna al punto 1

Ladualitadi impiego dei metodi lineari generalizzati non € apprezzabile sesi riferisceallo
schema Jacobi-Newton. Infatti, e identico (come é facilmente provabile) all'algorit-
mo che si otterrebbe applicando il metodo Newton-Jacobi: cioé e indifferente quale meto-
do s utilizza come componente primaria e quale come secondaria. La dualita é invece
piena nel caso del metodo Seidel-Newton dove la fase lineare delle iterazioni comporta
elementi nuovi rispetto alla solita impostazione delle procedure di stima non lineare che
ne suggeriscono una positiva attenzione nella generale metodologia di calcolo delle
regressioni non lineari.

4. Applicazioni

Considerazioni sugli algoritmi
La sperimentazione delle procedure Seidel-Newton e Jacobi-Newton € stata affiancata
dall'applicazione del metodo di Newton che prevede il seguente schemaiterativo:

P =P +aH(B)] o) (4.)

Le prove sono state organizzate in modo di mantenere, per quanto possibile, uniformita
nella programmazione ed omogeneita di trattazione tali da rendere comparabili i metodi.
In particolare si sono bloccate certe opzioni (numero massimo di iterazioni, test di conver-
genza, scritture intermedie, etc.) che vengono di solito variate di provain prova.



Ecco le scelte fatte:

k
1) Funzione obiettivo: [d(B) = _Zl‘CIi (B

2) Numero massimo di iterazioni: 50.

3) Criteri di stabilita numericaovvero situazioni in cui la proceduradeve essere interrotta:
a) Numero massimo di aumenti consecutivi ammessi nellafunzione obiettivo: 5.
b) Numero massimo di aumenti nella funzione obiettivo: 15.

i

D v+l

k
<0.000005; con | = 3 |BP™ - B
i=1

4) Test di '
) Test di convergenza b)q(kﬁ) < 0.0000005

5) Derivate parziali. E' stato previsto il calcolo analitico siadelle derivate prime che delle
derivate seconde dellafunzione di rispostadel modello. Dato il ridotto numero di parame-
tri che comparivano nei modelli di prova questa & sembrata la scelta piu efficiente. In
generale sono da preferire routine che forniscano approssimazioni numeriche ragionevoli
delle derivate parziali.

6) Sceltadi a. Il valoredi a e stato calcolato ad ogni iterazione in base alla ottimizzazione
parziale

a, = IVIinimo{q(ﬁID —adp)‘Q(ﬁp -ad p) DE% , dP :[H('B)]_lq(ﬁp)

all(a)
I (O{) = {0.01, 0.25,0.50,0.75, 1.(}

Si éin praticascelto il valore di atraquelli in I(a) che producevail maggior decremento
nellafunzione obiettivo fermo restando cheil vettore dei parametri cosi determinati rima-
nesse nell'insieme del valori ammissibili.

Le condizioni teoriche della convergenza e la dimostrazione dei teoremi chelein-
corporano sono discusse in modo esauriente nell'eccellente testo di Ortega e Rheinboldt
(1970). Senzascenderetroppo nei dettagli € possibili dire chele assunzioni fatte nel primo
paragrafo e latecnicadi sceltadel parametro aassicurano daun lato che gli schemi esami-
nati siano sempre well-defined cioé che da non verranno sempre prodotti valori am-
missibili e chelasequenzacon cui vengono generati converge sicuramenteal punto di
ottimo. Bisogna comungue considerare che nella maggioranza dei casi Si potra ottenere
solo una aderenza incompl eta alle assunzioni che garantiscono |'ottimalita. Questo porta
in primo piano, rispetto ale condizioni teoriche di convergenza, le possibilita di conver-
genzasul valore teorico dei parametri e larobustezza delle procedure rispetto alle diffor-
mitadalle condizioni che assicurano I'ottimalita. Le applicazioni effettuatein questo lavo-
ro, per come sono state progettate e realizzate, offrono concrete indicazioni sul funziona-
mento dei metodi lineari generalizzati.

Costruzione dei modelli di prova
La verifica empirica delle tecniche proposte nel paragrafi precedenti e stata condotta sui
cinque modelli seguenti scelti fra quelli piu ricorrenti nelle regressioni non lineari:



Ay = Bixiq +,82e'ﬁ3xt2 +6; B:y, :[;leﬁzxtl +%eﬁ4xt2 +g
Ciyi =B+ Bo(Bs) 2 +a;  Divi = B(B)™ + B(B) + B(B)™ +e
B2

1-B3

Eiy=B(x) +s&

| valori teorici dei parametri sono riportati nellatabellal.1; sono arbitrari, macoeren-
ti con l'ordine di grandezza del regressori. L'ampiezza campionariaed i valori del regres-
sori sono stati ottenuti trascrivendo i dati pubblicati nelle applicazioni dei modelli A-E.
Nelle prime colonne della tabella 1.2 si riportano, ad ogni buon conto, le loro medie e
varianze. | valori degli {e;} sono stati simulati con il metodo Monte Carlo da unadistribu-
zione normale con media nulla e varianza riportata nell'ultima colonna della tabel la.

Tabella_1.1: simulazione dei modelli di prova. Valori dei parametri.

Modello  PB1 B2 P3 Ba Bs Bs  o4(e)
A 3.00 2.00 1.00 0.15
B 420 -0.25 3.10 -0.58 0.25
C 10.00 -2.50 2.00 0.05
D 3.18 2.07 -4.15 3.27 -2.88 1.11 0.75
E 10.00 0.78 0.03 0.25

Tabella_1.2: simulazione dei modelli di prova. Valori dei regressori.

Modello X1 X2 X3 Ampiezza
H1 o1 1)) 02 U3 o3  campionaria

A 0.36 0.15 0.28 0.19 12

B 1.25 0.74 0.34 0.27 20

Cc 21.31 15.63 5.86 2.69 7

D 8.74 12.78 0.47 0.31 5.43 0.82 34

E 3.74 7.26 -4.2602 -0.9289 -26.9184 -9.2459 15

Come valore good della stimad'avvio dei parametri € stato scelto quello teorico e come
valoreiniziale bad si e scelto il valore teorico diviso per dieci.

5. Risultati e commenti.

Nellatabelle2.1-2.5 sono riassunti i risultati ottenuti nelle applicazioni del processo Seidel-
Newton, Jacobi-Newton e Newton. Per seguire il commento conviene avere in mente
I'espressione analitica della funzione di risposta.

Nel modello A le condizioni di ottimo erano piu fedelmente rispettate, soprattutto
con valori di partenza good e questo ha comportato il successo di tutti i tre metodi. Un
risultato confortante poiché € un riscontro empirico delle effettiva validita delle condizio-
ni teoriche espressenel paragrafo 1. Convalori iniziali bad soloil processo Seidel-Newton
eriuscito ad individuare il punto di ottimo. || metodo Jacobi-Newton si € invece attestato
su di un punto che non solo non era di ottimo, ma che s collocava anche al di fuori
dell'insieme del valori ammissibili. I1 metodo di Newton rispetto ai valori bad hareagito



" esplodendo” dopo cinqueiterazioni.

Nel modello B erano assenti i termini puramente lineari, ma erano invece presenti
due termini esponenziali di strutturasimile. Modelli di questo tipo provocano quasi sem-
pre delle inefficienze nel metodi del gradiente con associata inversione di matrice (tipo
Newton, in pratica. Infatti, lamulticollinearita accentuata dal doppio termine esponenzia-
le s erivelata, per latecnicadi Newton, un fattore destabilizzante sul sentiero della con-
vergenzaches eavutasu un punto non di ottimo convalori iniziali bad , non s e avutadel
tutto con valori iniziali good. Nello stesso modello, con valori iniziali good siail metodo
Seidel-Newton che lo Jacobi-Newton hanno avuto successo. Con valori iniziali bad il
metodo Seidel-Newton ha mantenuto la sua validita laddove il metodo Jacobi-Newton,
pur generando dei valori non lontani dal valoreteorico del parametri, hacomportato trop-
pe oscillazioni nella funzione guida ed é stato interrotto.

Tabella 2.1: risultati per il modello A

Met. V.. Bl B2 B3 Is@)  Iter.  (n-K)s(B)
SN B 32225 21039  1.2153 0.0029 24 0.40
G 3.2224 21040  1.2153 0.0019 24 0.41
JN B 45655 58182800 64.8352  0.3x10“ 50 6.20
G  3.2220 21042  1.2152 0.0020 46 0.41
N B -35355 04952 89473  33.4540 5  instabile
G 31963 20452 1.1315  0.1x10° 4 0.40

Tabella 2.2: risultati per il modello B

Met. V.l Bl p2 B3 R4 [ISB)II  Iter. (n-k)s(B)
SN B 37728 -0.2870  3.0719 -0.3653  3.6702 50 4.13
G 4.1074 -0.2258  3.0377 -0.5659  5.0946 22 1.78
IN B  3.7510 -0.3921  4.1640 -0.3310 229.2320 6 instabile
G 4.0370 -0.2304  2.9023 -0.5712  1.1895 10 6.14
N B 54616 -97.8831 0.0078 -27.6063 0.0001 15 384.29
G 27.5476 5.5681 -48.7458 -1.1741  0.1x10% g instabile

Tabella 2.3: risultati per il modello C

Met. V.1 B1 2 B3 [1SB)I| Iter.  (n-k)s(B)
SN B 9.3032 139.1834 0.1514 4.6028 15 911.16
G 10 -2.0015  2.0002 1.8632 1 0.01
JN B 9529  -17.3964 -0.2893 471.0382 1  instabile
G 10 -2.0008  2.0004 2.0276 1 0.01
N B  9.6705 -0.0014 _0o9x10°  0.0138 4 121471
G 10 -2.0017  2.0000 2.0145 1 0.00

Nel modello C erano messein risalto, oltre allascontata presenzadi multicollineari-
ta presente in ogni modello non lineare, diversi atri elementi caratteristici del calcolo
delle regressioni non lineari. Lavarianzadei residui piuttosto piccola che é stata adottata
nella simulazione dei residui hareso il modello virtualmente deterministico. Questo €in
genere un fattore positivo che favorisce la proceduradi calcolo. Tuttavia, laridotta nume-
rosita del campione ha limitato di molto i vantaggi. In questi casi la componente non
lineare del modello C pud essere piu facilmente definita attraverso combinazioni di valori,



Tabella_2.4: risultati per il modello D

———

Metodo V.L pl p2 p3 pe po po ITQRTT Iter. (n-k)o2
SN B -26.6775 0.2189 0.1x1014  -2.6334 -1357.7100 55.5488 0.1x107 12 instabile
G 3.1745 2.0709 -4.1499 3.2700 -2.6521 0.6773 2100.5436 20 14.1783
JN B -0.1x106 -2.4450 -657.2528  -3.0252  3957.2375 6.5833 0.8x108 10 instabile
G 3.0303 2.0505 -4.2087 3.2829 -28.7428 3.6487 0.7x107 10 instabile
N B 0.3434 -9.4513 0.5180 -12.5064 -1.7205 345.3248 0.0001 21 0.2x108
G 4.5332 -1.0557 -4.2602  -0.9289 -26.9184 -9.2459  0.2x1011 12 instabile
Tabella_2.5: risultati per il modello E
Metodo V.IL Bl B2 s TQMP)I T TIter. (n-k)o2
SN B 20.2532 0.2683 -0.0381 5.3426 50 88.6129
G 8.3677 0.7864 0.0491 1.8362 14 138.1765
JN B 0.2x105 -233.2661 -329.5614 135.0237 22  instabile
G 17.2297 7.0397 -17.1394 91.3126 14  instabile
N B -9.0166 123.8684 8.5766 (0.7x10-6 18 1333.8635
G 11.3121 1.0104 -5933 0.0059 19 69.5046




ciascuna associata ad una diversa soluzione delle equazioni normali, ma di cui soltanto
una e relativa allo stimatore consistente. Ne consegue che nei modelli non-lineari I'am-
piezza campionaria ha un ruolo ancora piu determinante che nel modelli lineari poiché
influenzanon solo |'affidabilita delle stime, marende anche pit complessa e disagevolela
determinazione delle stime stesse. Nel modello C, con valori iniziali good, tutti i process
hanno raggiunto il punto di minimo assoluto con pochissimeiterazioni; con valori iniziali
bad ogni processo € arrivato ad un punto diverso in dipendenza della propria struttura
numerica. E' interessante il fatto che le stime associate a parametro lineare siano rimaste
stabili indipendentemente dal metodo e dal valore iniziale adottato laddove i parametri
non lineari hanno presentato ampie oscillazioni in tutti i processi.

Le considerazioni fatte sui primi tre modelli sono da estendere anche ai modelli D
ed E notando in piu che la frequenza degli insuccessi dei metodi lineari generalizzati
aumentacon il crescere dellavarianza dei residui utilizzata per la simulazione e con |'au-
mentare della"non linearita’ delle funzioni di risposta. Infatti, man mano che s2(e) sale, i
modelli risultano virtualmente stocastici. |l cattivo adattamento pud introdurre forti ele-
menti di disturbo alla convergenza come punti critici dellasommadei residui quadrati la
cui presenza é dovuta solo a fluttuazioni campionarie e non hanno nulla a che vedere con
il punto critico definito dal valore vero dei parametri. Laseconda osservazione é daritene-
re come elemento indicativo di reticenza nell'utilizzo di schemi in cui lavaliditadel passo
iterativo dipende dal piu o meno scarso condizionamento di unaqualche matrice dainver-
tire senza che s possa controllarne in qualche modo il rango.

6. Conclusioni

Leindicazioni ottenute dalle prove effettuate possono essere riassunte nei seguenti punti:
1) il principio di utilizzare leinformazioni di stimanon appenaesse s rendono disponibili
-incorporato nel metodo Seidel-Newton- s € rivelato un fattore importante di stabilita
numerica ed un contributo alla convergenza del processo. Questo rende il metodo Seidel-
Newton effettivamente alternativo atutti gli altri esistenti. Larelativalentezzai in termini
di numero di iterazioni € compensata dal minor tempo complessivo impiegato nonché dal
minor spazio di memoria occupata.

2) Il metodo Jacobi-Newton cosi come e stato progettato non € efficiente, soprattutto con
i modelli cheincludono parametri lineari. C'e pero daaggiungere che lapossibile applica-
zione nella veste Newton-Jacobi, |o rendono apprezzabile, opportunamente modificato,
guando s affrontino problemi con moltissimi parametri.

3) il metodo di Newton nellaversione 4.1 & chiaramente inadeguato per i problemi aforte
non-linearita. La modifica piu opportuna € quella suggerita da Marquardt di inserire un
parametro sulla diagonale della matrice Hessiano che dovrebbe attenuare i problemi di
multicollinearita e fornire una piu adeguata caratterizzazione dell'intero processo.

4) | metodi lineari generalizzati come pure molti metodi suggeriti per la soluzione dei
sistemi di equazioni non lineari sono di difficile gestione.

L'aspetto analitico essenziale & la matrice Hessiano: se questa viene introdotta analitica-
mente é quasi sempreinformaassai complessaetraducibile con difficoltainlinguaggio di
programmazione; se invece viene approssimatacon il calcolo numerico s rischiadi intro-
durre ulteriori elementi turbativi della convergenza.



In definitiva, le prove gettano pit ombre che luci sui metodi lineari generalizzati,
tuttavia, nella particolare processo Seidel-Newton possono fornire un ulteriore tentativo
da effettuare quando i metodi usuali non hanno funzionato in modo soddisfacente.
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