Distribuzioni doppie
Si definiscono ponendo in corrispondenza eventi e una coppia di variabili casuali

ESPERIMENTO VARIABILI CASUALI

Ripetizione, per 3 volte, del
lancio di una moneta

X: Numero di teste

Y: Numero di scambi nella sequenza

Bventi Lanci X Y ag ognijevento dello spazio campionario & associata
E, TIT 3 0 una coppia ordinata di valori.
E, TIC 2 1
B ICT 22 X4 variabile casuale
E4’ TCC 1 1 UMIVERSD DEGLI EVENTI Doppia
E, CIT 2 1
E, CIC 1 2 .
E, CCT 1 1 .
E ccc 0 0

o

La distribuzione congiunta (discrete)

Siano "X" e "Y" due v.c. discrete con "k" ed "h" valori. La distribuzione di probabilita
cohgiunta é definita da

L p;=0
P(X=xi, Y=y]-)=Pij dove | §§P =1
. i

=121

Per sintetizzare si utilizza la tabella a doppia entrata

In generale Per I'esempio
YX | x x ... x Y/X|0 1 2 3
¥1 |Pu Pa ¢ Pm | P2 0 % 0 0 % 28
0 Sl b 1|0 % % 0 ‘2%
¥n [P Pan  ° P [Pn z 0 j8 58 0 A
P Py - P |l }é g8 /8 % 1

h
somma dicolonna: p; =¥ py i=12,...k
)= il punto indica l'indice rispetto

Notare che P
a cui si @ sommato

e
somma di riga: pi=2py i=12....h
2

Esempio

Si lanciano due dadi ben equilibrati e si indicano con D1 e D2 il risultato del primo ed
il risultato del secondo. Per ognuno dei 36 risultati possibili si definiscono le due

seguenti variabili casuali:
. Ad esempio: se escono D1=6 e D2=4 si ha
X =min{D1,D2} X=4 e Y=6; se esce D1=5 e D2=5 allora X=5
Y =max{D1,D2} Y=5.

o B et %y W NS

La funzione di distribuzione congiunta

della v.c. doppia (X,Y) & MAX 5 %60 Zagt Yot Zst 1
1 4 %6 L] %6. %ﬁ [ %ﬁo
— se 1=X=Y=6 5 |2 w % K
36 36 6% 3¢
p(XI Y) = 2 2 2}/ L] %6 *
— sel=X<Y=6b 36
36 1 %6. 2(
Ad esempio: b2 3 405 &
MIN

P(Y-3, X- 2)=3_26 —~(2,3) e (3,2)

Istogramma tridimensionale

Variabili casuali DISCRETE

il volume di ogljni ;IJIaraIIelI)e;l))i!ﬁf:lo r0.6

e proporzionale alla probabilita

de?lla 't):ombinazione (|j:>l XeY 08 % t07
07 N F0.6

La somma dei volumi di tuttii 4] § F0.5

parallelepipedi e pari ad uno 0'5 \ F0.s

(o altro valore prefissato) 2] \ .
0.4 \ 0.3
0.3 § F0.4

. \ :

0.2 | F0.4
0.1 ~00
00-




Distribuzioni marginali

A partire dalla funzione di probabilita congiunta e possibile definire le funzioni
di distribuzione per ciascuna delle v.c. ignorando l'altra

Funzione di probabilita marginale per la "X"

=
=

P{X =xi)=P{(X= xl)ﬂ[ (Y - )

-PlUX -x)n(Y -y =_§Pu‘=1’i-
-l -3

1

N.B. AMNI=A

|mN»—lc|><!
L

Funzione di probabilita marginale perla"yY"

P(Y -y))- P{(Y =y)n [Q(X - X)H - PLL):JI(X -x,)N(Y - y])] - épu -p;

i=]

Per ottenere la distribuzione di probabilita marginale si somma
rispetto alla variabile che NON interessa
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Esempio
Supponiamo che la funzione di distribuzione congiunta sia definita come:
P(X,Y) = X;Y per X=123 Y=172

Marginale della "X"

2X+Y Kal X+2 2X+3 2X+3
A - P(x) = =123
}2121 0t T T Ty per xml2
Marginale della "Y"

3

YOOI+ 2+ 3+Y 6+3Y 2+

A e e = P(Y) = =12
D TR T TR T b per ¥y =%

Da notare che sia P(X) che P(Y) verificano le condizioni per essere delle distribuzioni
di probabilita: non negativita e somma unitaria
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Esercizio
Sia data la seguente funzione di distribuzione congiunta
%2 _ ye
P(X=xY=y)= o x=1234, y=-101

Ricavare le funzioni di distribuzioni marginali:
2 2 2 2 o o o o o
P(X=x)= 3 X ¥ _X -0 ¥ -(0F x*-(1f _3x*-2

=1 82 82 82 82 82

4x2_y2 -|2_y2 22_y2 32_y2 42_y2 30_4y2
PY: = = =
Y=¥)=3"o =" " & " @ ' 82

-

M=

Da notare come la distribuzione marginale di una variabile NON dipenda piu
dall'altra variabile
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Distribuzioni di probabilita condizionate
l'interesse per le distribuzioni doppie nasce dalla scoperta della dipendenza.
Solo in questo caso il conoscere una delle variabili aiuta a conoscere l'altra.

Per studiare quale sia il comportamento della "Y" rispetto ai valori della "X"
possibile segmentare la distribuzione doppia in tante sottodistribuzioni

La distribuzione della Y CONDIZIONATA (PARZIALE) dal fatto che "X" & ad un dato

Al
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livello & PY -y,X -x,)

PiY =yX=x)= (X %)

per cui si possono definire, "k" diverse distribuzioni parziali della "Y".

llo stesso modo si definiscono "h" distribuzioni condizionate della " X"

PX-xY-y)

P(X -xY -y,)- Y ]




Esempio
Consideriamo la seguente funzione di distribuzione congiunta

2
X +y _ v
P(X,y) -3 per x=0123; Y=01

0 altrove

a) Sviluppare la tabella a doppia entrata della funzione di distribuzione doppia

b) Ottenere le distribuzioni marginali; c) Ottenere le condizionate;

d) Definire la condizionata della X per y=1 e) Definire la condizionata della Y per X=3
f) Verificare se X e Y sono indipendenti

VX0 1 2 3
P 1 I I “a.)“b
Sostitunre  valof nella funzione o [0 1o % % 14
di distribuzione 1 %2 %2 %2 62 1%2
Yo % s DAl 1

Per ricavare le distribuzioni marginali di una variabile occorre SOMMARE la congiunta
rispetto ai valori dell'altra in modo da eliminarne I'influenza

2 2 2 2

2 X +y, x+0 x+1 23" +1
P(x) - v.) = 1_ -
C-Pe) -3 T T =

4 txity O+y l+y 44y 9+y ld+dy
Ply)=SP(x,y)= 3 3Lr¥ _2+y 2+y 24y Try 13+%y
W) - - e - S Y T, m
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Esercizio

La distribuzione congiunta di due variabili casuali discrete e la seguente:

P{X,Y) =

19

(x-Y)

per X=12; Y-=--10,1;

Determinare la distribuzione condizionata di YIX e di XIY

Cerchiamo prima le distribuzioni marginali:
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L(x-v)? 3x242
P(¥j= % 21 . ; (Y
() Zl 19 TG {
¥
(X-¥)* ,
P(X.Y) 19 _{(X-Y)
P(Y) = - -
(%) P(X) 3x+2 3x%%+2
19
(X-v)? 5
FPXY) 19 (X-Y)
P(XY) = - -
(1Y) P(Y)  2¥? 6v+5 YT EY45

19

(X-Y) 2Y?-6Y+5
19 19

-3

x=1

Per ottenere una particolare distribu-
zione parziale basta fissare il valore
di quella in base alla quale si vuole
studiare Il'altra

Continuazione esempio

Le condizionate possono essere ottenute in forma analitica

X2+}’ 5 (x3) x2+y )
flxy) 32 % +y flxy) 32 _x +y
fxly) - - - flylx) = - _
(xly) f(y) +dy 14+ 4y (1) flx) 2x"+1 2% +1
32 )
fxl =1)=X2+1=X2+1_ fi( |X=3)=9+Y=L+9-
M A VIR TR 18+1 19 °

da queste si ottengono le particolari fissando i valori della condizionante

Per verificare l'indipendenza basta controllare se il prodotto delle marginali coincide
0 no con la distribuzione congiunta

2 2 2
f(X)*f(y)=£2x +1] *(14+4y) 28 +8x’y+ 4y +14

32 32 1024

< +¥
32

che & chiaramente diversa dalla congiunta: ~ f{x,y) -
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Date la distribuzione doppia

Esercizio

Y/X| -2 0 2

0| 0 Yo M|
2 | oo 19

12

a) Individuare le distribuzioni marginali;
b) Definire la condizionata della X per y=2

c) Definire la condizionata della Y per X=2

d) Verificare se X e Y sono indipendenti

4 )
e Uy Ao !




Indipendenza

Perché abbia senso lo studio CONGIUNTO esso deve essere piu informativo dello
studio SEPARATO delle due componenti

Se la "X" assume valori in relazione ad eventi indipendenti da quelli che generano i
valori della "Y" non puo esistere legame probabilistico tra di esse

ESEMPIO

Lancio di due dadi di diverso colore

X: punteggio del dado rosso;
Y: punteggio del dado blu;

Sapere che lanciando i due dadi, X= 4 e, contemporaneamente, Y= 3 & come sapere che
X=4 (ignorando "Y") e che Y=3 (ignorando "X")

P(X =4NY =3)=B(X =4)*P(Y = 3)

I due eventi sono infatti INDIPENDENTI
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Indipendenza/2

Due variabili casuali discrete "X" e "Y" si dicono indipendenti quando tali sono gli
eventi (X=x) e (Y=y) per ogni possibile coppia di valori

PX-xNY-y)=-PX=-x)*P(Y=-y) VYie]

Questo significa che la funzione di distribuzione congiunta é data dal prodotto delle
due distribuzioni marginali

Pjj =Pi.*P.j Vie]
La condizione di indipendenza é di verifica immediata

Y/X |10 11 12
1 02 01 00[03
2 01 02 01|04
3 [00 01 02]03 E sufficiente che in una cella non si abbia I'uguaglianza

03 04 03| 1 tra congiunta e prodotto delle marginali perche sussista
DIPENDENZA IN SENSO STATISTICO tra le due v.c.

P(X =10,Y =1) =0.2 = P(X =10)*P(Y =1) = 0.3%0.3 = 0.09
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Esempio

Supponiamo che la distribuzione congiunta della v.c. doppia (X,Y) sia
2
F(X,Y) = Xs\f_o x=1,2,3;, Y=12

Ricaviamo le due d.p. marginali

2 2
(X} = &—X+ﬁ=%=z per x=123
o1 30 30 30 30 6

XY v?oov? oay? gy? ve

PiY)- $ AL X ar odT _BXT YT v o1
2730 30 30 30 30 5
Poiche: . X, Y2 Xy®
oiche:  P(X) P(Y)=g ?=W=P(X,Y) Le due variabili sono indipendenti

In questo caso, lo studio congiunto non aggiunge alcuna informazione rispetto allo
studio separato delle due variabili casuali
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Esercizio
Le variabili casuali X e Y assumono valori: -1,0,1 con distribuzione di probabilita
2
P(X,Y) = % XY =-1,0,1;

Verificare che si tratti di variabili casuali DIPENDENTI:

1 2 2
p(X) _ 21: (X+Y)2 =3X2+2 ) P(Y)= (X+ \f) _ e+ 2
S, 13 137 ¥y 13 13

P(X)*P(Y) = =F(XY)

3x2+ 2|, lavte2 #X2+2XY+Y2
13 13 13

Poiché la congiunta non & ricavabile dal prodotto delle due marginale, le due v.c. sono
da considerarsi dipendenti.

Lo studio congiunto é piu informativo di quello separato a causa del legame di
dipendenza tra le due variabili
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Esempio di indipendenza

Definizione equivalente di indipendenza

Un ipotetico campione di famiglie classificato per Due v.c. sono indipendenti se la distribuzione condizionata YIX non varia al variare
I'attenzione ai programmi televisivi di X
P04 TCY; 1 X)=1(Yy) per i=1,2, ..,r eperogni"j"
047 035
/ 36 RS ovvero le probabilita con cui compaiono le modalita di Y rimangono costanti al
El, ‘“0‘2 variare della X
i) 25
N 025' PO f( |X) _ f(Y!X)
D ’0’2, 015 Che sia una definizione equivalente lo si evince dal fatto che y = f(x)
16 F0a f{y)*fix
(@~ [ U’EH' S0 e che, in caso di indipendenza f(y\x) = % = f(y)
g ' X
07 =
0 T R ey
B =
. . . l'indipendenza statistica @ BILATERALE: se X € indipendente da Y e vero anche il
Indipendenza tra attenzione e canali -
significa che si tendono a guardare con ST B I8 contrario
la~ stessa probabilita tutti i network G Fmg f(y) *f(x)
ovvero la probabilita con cui si tende a o f(X|Y) =t ——={(x)
guardare la TV prescinde dal network f(y)
- gﬁ L - - - - mgm ~ Ll L]
Esempio Distribuzioni di probabilita condizionate
Si voglia determinare la distribuzione di " X" !‘interesse per Ife distribuzioni doppie nasce _d_all_a scoperta della dipendenza. Solo
Y/X 1 5 7 dato che Y=-1 in questo caso il conoscere una delle variabili aiuta a conoscere l'altra.
-1 |01 0071RA2 0003 Questa risulta
0 01 01 |o 1\0\2\ 0.5 P(X - xNY 1) Per studiare quale sia il comportamento della "Y" rispetto ai valori della "X" e
: : : : : XY =-1|PXIY=-1)= ﬁ possibile segmentare la distribuzione doppia in tante sottodistribuzioni
1 |00 01 lp.l 0.0 |0 ==
1 0-1/ =033 La distribuzione della Y CONDIZIONATA (PARZIALE) dal fatto che "X" & ad un dato
0.2 02104 0210 ok T ollo & o e
5 ™ %3=000 P(Y= |X=X-)= ( =¥ =Xi)
5 0.2/ 2 =0.67 YT P(X -x,)
7 0.0, -0.00
100 per cui si possono definire, "k" diverse distribuzioni parziali della "Y".
Determiniamo ora la distribuzione della Y
dato che la X=5 IX =5 [|[P(YIX =5) = PY-ynX-=35) Allo stesso modo si definiscono "h" distribuzioni condizionate della " X"
P(X=5)
1 l U.204=0.50 P[X=x,Y=y.]
01/ _ P(X =xlY =y, )= 1
0 1 4-025 ( ) P(Y -y,
0.1¢ 4 =025
1.00 In queste definizioni entra in modo determinante il 5° postulato
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Esempio
Consideriamo la seguente funzione di distribuzione congiunta

2
X +y _ v
P(X,y) -3 per x=0123; Y=01

0 altrove

a) Sviluppare la tabella a doppia entrata della funzione di distribuzione doppia

b) Ottenere le distribuzioni marginali; c) Ottenere le condizionate;

d) Definire la condizionata della X per y=1 e) Definire la condizionata della Y per X=3
f) Verificare se X e Y sono indipendenti

VX0 1 2 3
P 1 I I “a.)“b
Sostitunre  valof nella funzione o [0 1o % % 14
di distribuzione 1 %2 %2 %2 62 1%2
Yo % s DAl 1

Per ricavare le distribuzioni marginali di una variabile occorre SOMMARE la
congiunta rispetto ai valori dell'altra in modo da eliminarne I'influenza

2 2 2 2

2 X +y, x+0 x+1 23" +1
P(x) - v.) = 1_ -
C-Pe) -3 T T =

4 txity O+y l+y 44y 9+y ld+dy
Ply)=SP(x,y)= 3 3Lr¥ _2+y 2+y 24y Try 13+%y
W) - - e - S Y T, m
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Esempio

La distribuzione congiunta di due variabili casuali discrete e la seguente:

(x-Y)

P(X,Y) -4

per X=12; Y-=--10,1;

Determinare la distribuzione condizionata di YIX e di XIY

Cerchiamo prima le distribuzioni marginali:

L(x-v)? 3x242 2(X-Y)P 2Y2-6Y+5
Px)- 3 S ;o B(Y)- - ;
yg,l 19 19 le 19 1%
(X-¥)* ,
F(X)  3x%+2  axi+z Per ottenere una particolare distribu-
19 zione parziale basta fissare il valore
della X o della Y in base alla quale
(X —Y)2 si vuole studiare I'altra
F(X,Y) 10 (X-Y)*
F{XY) = = =
() P(Y) 2v2-6Y+5 2Y°-6Y+5
19
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Continuazione esempio

Le condizionate possono essere ottenute in forma analitica

X2+}’ 5 (x3) x2+y )
flxy) 32 % +y flxy) 32 _x +y
fxly) - - - flylx) = - _
(xly) f(y) +dy 14+ 4y (1) flx) 2x"+1 2% +1
32 )
fxl =1)=X2+1=X2+1_ fi( |X=3)=9+Y=L+9-
M A VIR TR 18+1 19 °

da queste si ottengono le particolari fissando i valori della condizionante

Per verificare l'indipendenza basta controllare se il prodotto delle marginali coincide
0 no con la distribuzione congiunta

2 2 2
f(X)*f(y)=£2x +1] *(14+4y) 28 +8x’y+ 4y +14

32 32 1024
2
s . . . X +¥
che e chiaramente diversa dalla congiunta: fix,y) - 3
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La uniforme discreta bivariata

Se tutte le coppie di valori delle due variabili casuali sono equiprobabili allora
la funzione di distribuzione congiunta e data da

P(X=xY=y)= k—jh; X=X, %0 X, Y=Y, Y,,.... Y,
Poiché ci sono k*h combinazioni equiprobabili dei valori di X ed Y
ESEMPIO
yx| 2 4 6 bivariata sono Indipendenl dato che.
1 M2 M2 2| D2 3.4 10 1
2 | Mo Mo Mo | N2 2 12144 12
3 | o Mo Mo |12
4 | Mo Mo Mo |32
Ho Y2 Hp| 1
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¢

0.50
0.45
0.40
0.35
0.30

Funzione di ripartizione

|y<0 Osys<1 y=1

X<0 | 0 0 0
Osxs1| 0 . 2
X=1 0 % %
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Esercizio

L'esperimento consiste nel lanciare 10 volte due dadi non truccati e su questo si
definiscono due variabili casuali:
X = Numero di volte che esce il "6"

Y = Numero di volte che esce il "5"

a) Si costruisca e rappresenti la funzione di distribuzione congiunta (X,Y) noncheé la
la funzione di ripartizione.

b) Si calcolino le seguenti probabilita:

a) P(X+Y=6);  b) P(x*+y* <20

¢) P(X+Y>9)  d) P(XY<10)
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| momenti delle v.c. doppie

il concetto di VALORE ATTESO si applica anche alle v.c. doppie.

Sia g(x,y) una qualche loro funzione
h
_lg(xi’Y])plj

Frax

CASO DISCRETO  Elg(xy)]-

1

1

E h I s
ponendo g(x,y)=x"y’ si definiscono i momenti misti "= _Elglxiyipij
se g(xy)=(x-u,)(y- u},)s si ottengono i momenti misti delle v.c. scarto
_ k h
W = E

2 (x 1)y 1) Py

1

Casli particolari
P Mo =L

W =W {momenti della singola X);
Ko = B{momenti della singola Y);
[ Var(x);
o = Var(y);

f11=Cov(X, )
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Esempio
Un'urna contiene 8 dischetti: 3 hanno lo zero su entrambe le facce: (0,0) due hanno un
uno sul dritto ed uno zero sul rovescio: (1,0), altri due hanno (0,1) ed uno ha (1,1).
La loro funzione di distribuzione di probabilita congiunta e

P, %)= 25222 per X3 =0,1

Calcoliamo il valore atteso della loro somma e del loro prodotto:

1 1
E(x1+><2)=X§0x§§x1+xz)1°(xl,xz)=(0)§+(1)§+m§+(2)é=§
1 1
B(X;* Xo) = x?;Ox?;ngl* Xg)P(X1,Xg) = (o*o)%r (0*1)§+ (1*0)§+(1* 1)% =%
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Esercizio

02 01 0003

an.—-:s
v
[
=]
—
—
—
(]

Consideriamo la seguente distribuzione doppia - - -
01 01 01]03

0.4 04 02|10

E(X)-10%0.4+11*0.4+12*0.2 -10.8
E(Y)=1*%03+2%0.4+3*03=2

Calcolo delle medie marginali

Calcolo del momenti misto scarto di ordine (1,1)

E[(x— [ )(y— py)]= (10-10.8)*(1-2)*0.2+(10-10.8)*(2 -2) *0.1 + (10 -10.8) *(3- 2)*0.1+
+(11-108)*(1-2)*01+(11-108)*(2 -2)*0.2+ (11 -10.8)*(3-2)*0.1+
+(12-10.8)*{(1-2)*0.0+(12-10.8)*(2-2)*0.1+ (12 -10.8)*(3-2)*0.1 =

Distribuzioni doppie (caso continuo)

Consideriamo una popolazione di redditieri di cui si rilevano il reddito (Y) e I'eta (X)
divise in "k" ed "h" classi

IN GENERALE
Y/X L’i—Uf sz —U’z‘ L’]‘; —Ui
Lyl _U¥ Pn Pa1 Py P,
L{ —U%’ P Pz Prz |
L}I'I _Ui P Pan Pin Py
PL P Pr. 1
AD ESEMPIO

Y/X |20-30 30-50 50-70
18-30 | 015 0.20 0.05 [0.40
30-45 | 0.05 0.05 010 |0.20 .
4560 | 010 0.05 0.10 | 025 Nello scegliere classi sempre piu piccole, le
60-100 | 0.00 0.00 015 |0.15 probabilita tendono a descrivere una
0.30 0.30 0.40 |1.00 superficie continua. Questa & la funzione di

=0.2 densita bivariata
gf: - - - - Y - -
Superficie di Probabilita Definizione della densita bivariata
i Superticie La variabile casuale doppia (X,Y) e di tipo continuo e con funzione di densita f(X,Y) se,
di Probabilita per ogni evento "A" identificabile con una porzione del piano, la probabilita di tale

supporto

il SUPPORTO e ora una
porzione del piano e non
un intervallo della retta.

La funzione di densita descrive una superfice. |l volume coperto da questa e
pari ad uno;
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evento e data da:

P[(x,y) EA] = fff(x,y)dxdy

\ Integrale doppio su "A"

Che rappresenta il volume del solido
che ha base definita da "A" coperto
dalla corrispondente porzione di

X superficie descritta da f(x,y)
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Proprieta formali

Perché la f(x,y) sia una funzione di densita, deve verificare le seguenti condizioni
1. f(x;y) =0 per (x,y)EA Non negativith nel supporto

2. f(x; )= 0 per (X,y)ﬁEA Estensione a tutto B

@ w

2. f ff(x,y)dxdy =1

—om —o

Probabilita totale pari ad uno

Esempio:
e per Oexew Jay<oo
E(X' Y) 0 altrove

AT93
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La funzione di ripartizione congiunta

x ¥
F(x,y)=P(Xs><, Y o= y) - fff(s, t)dsdt

—wm o

Ha proprieta simili al caso univariato anche se ora si parla di volume piuttosto che di
area

Definizione:

1. Flx, v} & non decrescente per entrambi gli argomenti

2 F(x,v) & continua a destra per ciascun argomento

3 F(—w,y) = F{x,-»)= 0 (la superficie si appiattisce ai valori estremi )
4. Fleo, ) =1 La probabilith dell’evento certo & pari ad uno

5. Per ognixy <% e vy < y3 vale la disuguaglianza:

Flxy, y1)+ Flxg,y2) = Flxg, 1)+ Flxy, yo)

La disuguaglianza

Flxy, y1)+ Flxg,y2) = Flg, 1)+ Flxy, y2)
[ C ]+[A+B+C+D] =[C+B] + [A+C]
Indica semplicemente che la probabilita

in una regione rettangolare di tipo "D"
& non negativa.

1
A+B+C+D C+B C A+C
P(X S yz)—P(X =¥, Y = y1)+P(X =3y, Y syl)—P(}( <3y, Y syz)z 0
P(XSXQ,y] sYsyg)—P(sz],}ﬁ sYsyg) =0

P(X-ISXSXQ,ylesyg)EO

Se questo non si verifica la "f" non potra essere una funzione di densita congiunta.
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Esempio
Consideriamo la seguente funzione di densita congiunta:
fx y)=1 Dex=l; Oxys=l

1

Quanto vale P(X ES %,Y - 5) ? Supporto

In questo caso il calcolo puo essere condotto in
soli termini geometrici.

Poiché il volume complessivo deve essere
pari ad uno e poiché I'evento

b 34) !

corrisponde ad una divisione in quattro

cubetti di lato 1/2, allora il volume di

pertinenza dell'evento e pari a 1/4. /2
1/2 1 "




& .
Calcolo della funzione di ripartizione Esempio
. . ass . R a .
Per calcolare i valori della funzione di ripartizione occorre calcolare un integrale Data la funzione di densita congiunta: f{x,y}=6x"y per O«x<l; O<y<l
doppio. 37 1
calcoliamo P(O “x<ep ey _)
Se il supporto della v.c. doppia e una regione rettangolare, il calcolo & semplice 2
P(Xsx,Ysy)- xfyff(x,y)dxdy Fase_1: integrazione rispetto alla "X" tenendo
ac la"Y" costante:
374 3
Si integra prima rispetto alla "X" trattando 2og oo aflt o (327
la "¥Y" come una costante. Si ottiene una f Exyebe = 2y |0 Zy 4 377
quantita che ora dipende solo dalla "Y" o
Eo
Ji(xy)dx = A(y) = f(y) Fase_2: integrazione rispetto alla "y"
A questo punto si integra tale funzione W2 i S2 27[1 1) 27 .5 _ o oss6
rispetto alla "Y ”fjszy VAT s 6444 9/ Ted 36

Yo

JA(y)y = Fi=g.y,) N . I " . oy

c Identico risultato si sarebbe ottenuto cominciando l'integrazione con la "Y" e tenendo

L'ordine di integrazione pub essere costante la "X".
scambiato rispetto alle due variabili

Esercizio

Supponiamo che la funzione di densita congiunta di due v.c. sia

L'integrale doppio si calcola

fix y) ={3X2}’+X per O=x=<l; 0=yxl
' agendo su di una variabile

0 altrove
Verifichiamo che si tratti di una funzione di densita

Il volume va calcolato limitatamente
al supporto della densita.
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Calcolo della funzione di ripartizione/2

Quando il supporto della funzione di densita ha forma diversa dalla rettangolare,
il calcolo della F(x,y) richiede un accorgimento in piu.

Supponiamo ad esempio che il dominio sia definito con le relazioni seguenti

axXshb g(x=<Y<g,(x)

In questo caso si integra prima rispetto
alla "Y " adottando come estremi le due
funzioni
22(%)
A = Jf(xydy
(%)

Si oftiene una funzione della sola "X" che
pud essere integrata in (a,b)

La stessa impostazione andra seguita

nel caso di ruolo scambiato delle variabili ?A(x)dx =Fixy,¥y)
a

AT93




Esempio

Esercizio
Consideriamo la funzione di densita congiunta
2 per Dey<x<l L0ecx<l La v.c. doppia (X,Y) ha funzione di densita f{x,yj=12xy per U=xsl; x=ysafx
f(x,y)={0 altrove 2. 0=sy=sx
Calcoliamo
P{05=x=1, v05=y=1)
Le funzioni che delimitano il dominio della v.c. N
sono: Verifichiamo se & una funzione di densita y=vX
210 -0; 2®-x 0 =y=g&) ] JOEF— ==t
= " 1
2y°dy =230 = 2% 2xdx =x =1 & i
{ o { : J12xydy =12x y—\. = 6x(x = x7) = 6[x” =)
FY , ., 2
b =X X
Y - 1 il -
=n 3 4
4 J (< -)ebe= 6 R 03437 0 !
Supporto dif(X,Y) 72 3 4y
1 i
0 1
- - gﬁ - - -
Esercizio Una semplificazione
| pneumatici anteriori di un certo tipo di automobile dovrebbero avere una pressione Se il supporto e di tipo RETTANGOLARE T
di 2.6 atmosfere. c fee
as X sb; csY s=d /
Si supponga che la pressione reale dei due pneumatici anteriori sia una v.c. con % /
funzlone di densita s 2 e se la funzione di densita & scomponibile in due S
f(R,S) = K{rf+s®) per 22r«3; 2s5x3 fattori moltiplicativi /
’ 0 altrove dl.... Loz X
f(X,Y)= g(X)*h(Y) i ‘a b
dove S & il pneumatico sul lato guida ed R quello a fianco In cui ogni fattore dipende da una sola variabile, allora
Quando deve essere la costante "k" perché la "f" sia una funzione di densita? [ X -| I—y -I
. - S F(X,Y)=F(x)*F(y)=[fg(t)dtj*[fh(t)dtj
2 b 2 2 2 r 2 a a
k‘ggr +3 )drds=1=:- J ‘g(r +3 )ds}dr=‘!{r S+€ 2dr =‘!‘(r +?)dr=g X*y
ESEMPIO  f(x,y)= ; O=sx=<2;0=<y=<4
210 a8 3 16
k! I k="
33, 3 38 41 21 4,16
FA4(4,2)= F(4)* F(2) = | [~dt |* | [~dt|=~* = =1
04 04 8 8
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Distribuzioni marginali

Le distribuzioni marginali e condizionali delle doppie continue hanno struttura
identica alle v.c. doppie discrete

Per le marginali si ha f(x) =:!:f(><,y)dy; f(y) ={f(><;}/)d><i

Cioe si "integra" sul supporto di definizione rispetto alla variabile che NON interessa

il solido & schiacciato con uno
scorrimento lungo l'asse che

NON interessa 1
fiy)

Superficie di probabilita

Direzione dello schiacciamento

per la marginale della "y"
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Esempio

Consideriamo la seguente funzione di densita doppia A

8 0 1; 0
f(x,y)={0Xy z]z::ov:xs =y=X

Costruiamo le marginali della "X" e della "Y"

e 2
f{x)=18><ydy - Ox L o per Os=x=l
0 20

1
><2

1
fiy) =JB><yd>< = 8y > - 4y(1—y2) per O=y=<l
¥ ¥

occore tenere conto che i valori della "x" sono limitati inferiormente
da quelli della "y".
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Distribuzioni condizionali

fizy)

La definizione parte sempre dal rapporto tra la congiunta
e la marginale della variabile che condiziona

) 62 i),

Esempio: f{x,y)=3x per Osx=l; Osys=x

Determiniamo f(ylx).

N parziale di X
f(x) =f3><dy =3x yro =37 per O<x =l dato Y

0 e come se si fosse "affettato"

del pane
f( |><)=5—><=l er Devax;
¥ a2 P ¥ =%
f(y|><=0.5)=i=2 per D=y =05
0.5
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Esercizio 3
Per la funzione di densita doppia Y
3
fly) =3(x-y)% 0sx=2 Ssys>
2 2
definire le marginali della "X" e della "Y"
3x 3 0 2 X
2 3 7r .3
f(x)=3f(x2+y2—2xy)dy;=3[yx2+y——xy2] =L o0sx=2
x R P
2 2
X
[8+6y2—12y—2y3 per 1=sy=<3
= 2| .
f(y) 1%)13 per 0O=sy=<l E
La rotazione degli assi modifica -apparentemente- .
I'aspetto del dominio Y
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Consideriamo ancora la densita congiunta: Ese rCiZiO
f(x,y)=3><2y+ ® per Osxsl; Os=sy=l
Densita marginali ) f(x)
1 2 2
fix) =_|’(3X2y+x)dy= 3x2y—+xy =Si+x fly)
] 2 s 2
Lie 2 5 % ' 1
f(y) =_|’(3x y+x)dx= Xy+—|| =y+
] 2 X 2
Densita condizionate
(1) - flzy) 3y +x _bxy+2
f(x) 3% 3x+2
20"
fix,y) 3y+x 6xy+2x Per ciasgu.no degli_ infiniti vaI0|:i della xo della
fixly) = g 1 = oxil y & possibile definire una densita condizionata
2
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Richiami sull'indipendenza

La dipendenza di una v.c. X da un'altra Y significa che & possibile formarsi delle
opinioni di probabilita sulla prima anche partendo dalla conoscenza della seconda

Lo stesso vale ovviamente per o
le v.c. doppie continue: gi 1. Definizione : f(x\y) =fix) oppure f(ylx) = f(y)
dicono indipendenti se ...
P 2. Definizione : f(x,y) =f()* f(y)
Due v.c. sono indipendenti se la funzione di densita congiunta rispetta le due
condizioni seguenti:

1. puo essere scritta come il prodotto di due fattori in cui compaiono separatamen-
te le due variabili;

2. il campo di variazione di una variabile non dipende dall'altra

e, v} =hh e ?FTF xn 0, vy s 0
Esempio di indipendenza

flx, v) = (Kle'lix) * (lze'lzy) = flx)f{y)
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Indipendenza nelle doppie continue

In generale, abbiamo:  £(X,Y) - g{X) * h(Y)

XQ

2
f{}(){):w 2exsd; 5

= g(X) = hiY)={v+1
Esempio: " lsy=?2 lX) ()= )

Da notare che in questo caso si puo sfruttare la regola di integrazione

b

E?g(x)h(}f)dxdy - [{g(X)dx} : Eh(y)dy}

x ¥
e la funzione di ripartizione doppia diventa: Fixy) - [fg(t)dt} ' {fh(t)dt}

a [}
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Indipendenza nelle doppie continue/2

Se gli estremi di variazione sono interconnessi le due variabili sono dipendenti
anche se la distribuzione puo essere fattorizzata.

Supporto

f(x,y)=15y Jex<l; xzsysx

In questo caso le marginali sono:

i

® 2
f(x)=f215ydy=15y? ) =%(x2—x4) per O=xxxl

!

W
f(y) = f15yd>< =15y><|yﬁ = 15y(,f§ —y2) per O=xy=l
v

E' evidente che:
15
Hy)* 66 =159{y - ¥2) 2 ) =ty)
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f(x)=£(><+y)dy= [xy+§J

f(y

Esercizio

Supponiamo che due funzioni di densita doppia abbiano le stesse marginali.
Se ne puo concludere che pure esse siano uguali?

fix,y)=x+y, Osxs1 O=y=xT]

y xe 3]

1

<
T
+
b
ko
-
—
]
e
M| —
+
b
—

)= flce o= X

La risposta & no: marginali
uguali non implicano congiunte
i uguali.
1 Cio succede solo in caso di
indipendenza

Ancora sull'indipendenza

Se X ed Y sono indipendenti lo sono anche delle loro funzioni.

Se f(x,y) = X)]* f[S(Y)]

fy) =H[s(x).5ly)]-

dato che le trasformazioni possono essere applicate separatamente alle marginali

il contrario non e necessariamente vero:

Se f[g( )e ] f[g

]}% ,y) = £0) * £ )
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Esempio |

Supponiamo che X ed Y abbiano la densita congiunta
seguente

=¥

f(X’Y)=1_:L— per H<l; [v<l

-1
La struttura della "f" non suggerisce la fattorizzazione e infatti le due varibili sono
dipendenti:
1

oy
2!

1 1! al
-5 —Zf1+><y)d>< [x+y2]

11 v°
= EJ]‘ T+ xy iy = (y+x7]

-1
Ne consegue che f(x,y) # f(x)*f(y)
Tuttavia, nella zona O<x<1; O<y<1 i quadrati delle variabili sono indipendenti
( & ‘,r 1*"; S2 ‘&
K=Y y)== {1+s*t)dadt = t
0 a7,

5+—1

P} <, Y <y)=

g3

x) *P(Y2 = y)

=i ﬂ @)dt=%*210(4§)dt=&ﬁ=P(x25

b=

| momenti delle v.c. doppie

La struttura dei momenti e tale da non richiedere particolari modifiche quando
dalle doppie discrete si passa alle doppie continue

Ela(xy)]- f fabx y)(xy)dsdy

—wm —m

Per una funzione generica g(x,y) si ha

Momenti centrali Momenti scarto

- T YEsy)dsdy - [ (s ~ eV (y; - 1y ) Flx, y)dxdy

—om —oo —cn —o

Valori attesi condizionati E{Xly)= IXf(X‘}’)dX wy)  E(YIx)= }}’f(}"x)d}’ =y (=)

A parte la sostituzione delle sommatorie con gli integrali, nulla & cambiato rispetto
alle v.c. discrete
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Esercizio

Si supponga che la v.c. doppia abbia funzione di densita:

Esempio

Consideriamo la seguente funzione di densita

®(] _ .
f(x,y}={3 1-x) giaéo‘('lsxsl, O<y=l

f{x, ¥} =24xy per O=x<l; Oxx+ys=l

\ y=1-x

Calcolare il valore atteso di g(x,y)=0.5+0.5X+Y

¥

Per il calcolo delle medie marginali occorre la densita marginale

o 1
FOX) = fF(x,y)dy =f2 %(1 - x)dy 2 *(1-x)*y]s =2 *(1 - )
— o

11-x

R R Belx=v 2, vXG, y)dedy = [ {0.5+0.5x+ y)24xy dydx
E(X)—_[xf(x)dx _[X*Z*(l x)dx 2_[(;; x")dx - [ [X?__HL_% [ ] ‘-I°‘°-f°° ff
B 1 Ry : 2 2.2 Xy3l_x
2 - 2 2 - 0.25xy" + 0,257y + 25— |ddx
- ﬂ*(l VA=) Iy*ldy [ZJL=% 24 [0y 4058y 97 dydc- 24 [|0. 25y el

2 3
1-
Da notare che le due variabili sono indipendenti: - 24f + A SX} dx =11
fly.3) = 2% -%) = L2 *1 - )] - f(7) *f(x)
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& . .
Calcolo della Covarianza Esercizio
Per la seguente funzione di densita 3
3 0 1 f)=2*1-x")  Oexs<l;
vy per Dsx<y=x 2
f 8xy per Osx=l; 0sy=x f(X,y}={0 alirove N.B. .
x5 - altrove Densita marginali f(y) =3%y O=y=l
S < Calcolare il coefficiente di correlazione
1x f(x)= _|'8xydy 8x L =8x7=4x
Cov(x,y} = ffxyf(x, y)dydx - E(Y)*E(Y) o 1 3( ) 3 . 1) 32 19
oo 1
1 1 1 < 4 E(x)=f><—1—>< dx-=; o (x)=f>< H1l-x dx—(—) -——
={_;|('xy8xydydx7§*% E(X)=a|’x*(4x3)dx=4_l'x4dx=4[?] -3 10 2 8 v 8/ 320
_ 872 [y |ax— 2 all 20 E(Y)=fy3y2dy=é; o’(y) - fyzSyzdy EAEI
B A e T~ f(y) = ISxydx 83{2] ~45{1-¥')  osyst J 4 16 5 16 &0
4 8 4 8 ¥ 11
_Sf Xf 1= 18 1% 1 1 ERAY
3715 18 15 45 2 > s y ¥ 1 Eixy) = [xy3ydxdy = f fsxy dxdy 3. 3.3
E(y) - ry*{4y{1 - 4y —ydy 4 Y| Z2 ff B R
9=y [45i1-5" ]}y 1y ~y'dy [3 4JL 3 r(xjy)_E(Xy) ECJB(y) 1078 4 _ 5974
) , . ofx)o(y) J 57
25600
=[] 3 rvPdy [dx = [xf1— x4 _2
forgraespoepe-
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Esercizio

La variabile casuale doppia (X,Y) ha densita f(x,yv)=1 Osxs1 »x*sy=+x

calcolare il coefficiente di correlazione

& o
f(x)=f3dy=3y|x§(=3(\/>_<—x2] Jax=l;
22

1 , g
E{x) =f3><[&—>< )dx "%
0

E(xz) =_£'3><2(& —xz)dx =3—95

2 9 (932
B U R T
o) = o2 ( )

N
f(y)=£3dx=3ngg=3(ﬁ—y2) Dsys<l;

E5) - 7 My -
E(yz) =_£3y2(‘/§— yz)dx =%
a?(y) = 2. (Z—%jz = 0.0546

942 0.0475

14
1 1
Efxy) = 3_££><ydyd>< 1= Cov{x,y) = i (%) = 0.0475 =r(x, y) = NS T 0.87
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Esercizio

Il tempo che Caterina Ruffolo impiega da casa all'universita & una v.c. X, con valore
atteso 25’ e deviazione standard 5’.

il ritorno, & una v.c. X,, indipendente dalla prima, con valore atteso di 20’ e
deviazione standard di 4°.

Che comportamento ha la differenza *1-%z ?

Anche questa & una v.c. con valore atteso: E(3; - %) =E(X)-E(X,) - 25-20 -4
econvarianza: © (X1-Xz)=a*(X1)+a(Xp)-25+16- 41

Che comportamento ha il tempo medio

{25 e - (2)-(2)

X+ X 12 12 25 16
) i 2 o

Xi+Xs 5
2
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Esercizio
Per la funzione di densita:
3 2
= per O<x=<l e x" =y<l
fX,Y) =12
0 altrove

a) Verificare che si tratti in effetti di una
b) Determinare le marginali f(X) e f(Y)

c) Determinare le condizionate f(XIY) e
d) Calcolare E(XZYB)

e) Calcolare r(x,y)
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funzione di densita;

f(YIX)

La distribuzione uniforme doppia

Si tratta di una mera estensione della uniforme semplice

foyl=k

dove "A" el supporto su cui la densita e positiva e k e tale che il volume coperto
sia pari ad uno.

per (3 yIEA

ESEMPIO:

1
f(x,y) -3

per Daexel; Day<ax

2><l 2 xl 2 1
— dydx = —dy}dx=d—yﬂdx
{{2 0 ‘ofz 0 27l
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Ancora sulla uniforme doppia

Ricavare le marginali e le condizionali nella uniforme doppia & facile data la
struttura molto semplice della funzione di densita:

Rispetto all'esempio si ha

2 1 z

1 1
f(y)=f§ d><=E><
¥

*1 o x
-1-L per 0« <2; fix)= = dy== ‘ =— per Oex<?
5 P ¥ {2 y=o9, 73 P

¥

Le marginali non sono necessariame delle uniformi a causa della dipendenza tra
gli estremi del campo di variazione della X e della Y.

Le condizionate sono invece, necessariamente, delle uniformi

= per Oey<Z; f(xly)= =2L per Dax<2;
-y

P

{ylx) -

rLE IR =
I\J‘ ‘I\le—‘
oz
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La Normale Doppia

Tra le variabili continue bivariate ha rilevanza la distribuzione normale doppia

[ oz ]|

2xo0,0,41-p°

1

i

X, Y) -2

per - axyam

La funzione di densita dipende da 5 parametri: medie e varianze le conosciamo.
Il parametro "p" esprime il coefficiente di correlazione trala "X" e la "Y"

r(x.y)=p

che studieremo piu avanti. Per ora ci
basta sapere che -1sp =1
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Ancora sulla normale doppia

O 1. Le marginali sono pure delle normali

1 [m]z N [H.y]z] Riproducibilita
2|l e, z|l o,
c
fR) - Pt o ne fy)- T e per mecy <o

O 2. Le condizionali sono pure normali

XIY ~ N[ux+p 2% (y -, ol *{1-p? )] YIX ~N{uy +p§y—(x— sy )ioy *(1 - pz)]
y X

o,
Con medie che sono funzioni lineari della variabile condizionante.

O 3. Se la X e la ¥ sono incorrelate allora sono anche indipendenti
(2] ey 2)
Ty Ty c 2l e, R 2l oy

_ *
Z:r[crxcr}, cxm cyﬁ

1

2

N.B. In generale
gquresio non succede

p=0=f(xy)= =f(x)*f(y)
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Esempio

Supponiamo che 1. =10; 0,=3; pn, =15 o, =4, p=08

La distribuzione condizionale di Y dato X e

N[15+ 0.8§(x ~10),16(1 - 0.8) }

Calcoliamo F{16 =< y = 181x = 10}

La condizionata & ora:

N(ls_B + 22161 0.82)) - N(15,5.76)

Quindi:
F(16 s y = 181x = 10} = P{0.42 = Z. < 1.25)

_0.2318 E(\f|><):f5+0.8§(><—10)=—+'—x
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Esercizio

Si indichi con "X" il voto di diploma ed "Y" il voto di laurea. Siano dati i parametri
we =48 p,=101; o0,=6; o,=9; p=038

a) Calcolare: P{92 <Y «105) a') Calcolare P(50 <X «58)
c) Calcolare E(YIX) e E(XIY) d) Calcolare o(YIX) e o(XIY)

e) Calcolare: P(92 <Y <1031X - 60) f) Calcolare P(50 <X <58/Y -100)
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