Svolgimento di alcuni esercizi del libro Matematica di
Angelo Guerraggio

2. Funzioni e insiemi numerici

2.4 Verificare che (A; x B)U (A2 x B) = (A1 UAs) x B

Soluzione:

C) Sia (a,b) € (A1 x B)U (A2 x B). Allora a € (A; U Ag) e b € B, da cui
( ) (Al U Ag) X B.

) Sia(a,b) € (A1UA2)xB. Allora (a,b) € (A1 xB) oppure (a,b) € (AaxB),
da cui (a,b) € (A1 x B) U (42 x B).

O

2.5 Verificare che (A°)¢ = A.

Soluzione:

D) Sia a € A. Dalla definizione di insieme complementare, a ¢ A° e dunque
€ (A9)-.
C) Siaa € (A°)°. Ancora per la definizione di insieme complementare, a ¢ A€
eac A

0

2.6 Verificare le leggi di De Morgan:

i) (AU B)¢ = A°N B¢,
ii) (AN B)¢ = A°U B°.

Soluzione: Punto i), (AU B)® = A°N B°.

C) Siaa e (AUB)°. Alloraa ¢ AUB e dunque a ¢ Aea ¢ B, cioe a € A°
e a € B¢ ovvero a € A°N BC.

D) Siaa € A°N B°. Allora
a€A° e a€ B° ovvero

a¢ A e a¢ B, ovvero
a ¢ AU B, che implica a € (AU B)°.

Punto ii), (AN B)¢ = A°U B°.
C) Siaa € (AN B). Alloraa ¢ AN B, da cui i casi possibili sono:
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xacAea¢ B = ac B
xa¢ Aea€e B = ae€c A%
xa¢ Aea¢ B = a€ A°eac B

In tutti e tre i casi, a € A°U B°.

D) Sia a € A°U B°. I casi possibili sono:

x a€ A°, a¢ B = a¢ A, ac€ B,
x a¢ A°, a€ B = ac A, a¢ B;
xa€ A% aeB® = a¢ A a¢ B.

In tutti e tre i casi a ¢ AN B e dunque a € (AN B)°.

2.8 Determinare la funzione inversa di:
i) f(x)=3x+5
iii) f(z)=Vzr+1
Soluzione:

i) Il grafico della funzione y = 3z + 5 & naturalmente una retta. Poiche si
vede che la funzione data ¢ strettamente crescente, ¢ invertibile nel suo
dominio. Per calcolare 'inversa, esplicito rispetto a = ’equazione data.
Da3x:y—5siricavax:%y—§.

iii) Esplicitando rispetto a z si ottiene: z + 1 = 3® e dunque = = y3 — 1.

O

2.10 Stabilire se la funzione f : R — R definita da f(z) = (x + 1)? ¢ invertibile su
tutto R. Altrimenti determinare il piu grande intervallo contenente il punto
x = 0, tale che la restrizione di f a questo intervallo sia invertibile, e scrivere
la funzione inversa.

Soluzione: La funzione f(x) = (x4 1)? non ¢ invertibile su R. E’, per esempio,
f(0) = f(=2) =1 e la funzione non risulta iniettiva.




Il piu grande intervallo contenente z = 0 su cui f & iniettiva & [—1,+00). Per
 in tale intervallo, esplicitando ’equazione 3 = (x4 1)? rispetto a z, si ottiene
V¥ =+ 1 ovvero x = ,/y — 1. Si conclude che f~Yy) =y—L O

2.21 Dimostrare per assurdo le seguenti proposizioni:

i) V6¢Q
i) v2++3 ¢ Q (suggerimento: porre a = v/2 4+ /3).

Soluzione:

i) Per assurdo, 37 € Q tale che ’;’;—22 = 6, ovvero m? = 6n?%. Si osserva
che 6 = 2 - 3 e per 'unicita della scomposizione in fattori primi, al primo
membro (m?), sia il fattore 2 che 3 non compare o compare un numero
pari di volte, mentre al secondo membro sia 2 che 3 compaiono un numero
dispari di volte. Si conclude che I'uguaglianza m?
dunque 6 ¢ Q.

ii) Sia a = /2 + /3 e per assurdo o € Q. Allora

o = (V2+V3)2=5+2V6

= 6n° ¢ assurda e

da cui

2
)
\/5:a2 €Q

e questo contraddice i). Si conclude che o = V2443 ¢ Q.

3. Le funzioni elementari

3.1 Scrivere l'equazione della retta passante per i punti di coordinate (—1,1) e
(2,0).

Soluzione: L’equazione di una retta passante per i due punti di coordinate
(z1,91) e (v2,92) &
Y2 — Y1

—xl).
o — X1

Y=y +
Dunquea posto (‘Tlvyl) = (_17 1) e (1’27,@2) = (270)7
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3.6

3.8

3.26

Siano y; = 2x+5 e yo = —x+7. Scrivere I'equazione della retta passante per il
punto di intersezione di y; e y2 e parallela alla retta di equazione y3 = %x + 2.

Soluzione: 11 punto di intersezione tra le rette di equazione y; e ys € soluzione

del sistema:
y=2xr+5
y=-x+7
2 19

ovvero ha coordinate (g, g). Il coefficiente angolare richiesto ¢ m = %

L’equazione della retta in questione ¢ dunque:

Yy = x 3 —23: .

O

Scrivere 'equazione della parabola (con asse parallelo all’asse y) passante per
i punti di coordinate (0,0),(1,1) e (—2,4).

Soluzione: Una generica parabola con asse parallelo a quello delle y ha per
equazione f(x) = ax® + bz + c¢. Costruisco un sistema di tre equazioni im-
ponendo il passaggio per i tre punti dati, per calcolare i coefficienti a,b e
c.

c=0
a+b+c=1
da —2b+c=4
Il sistema ¢ soddisfatto per a = 1, b = 0, ¢ = 0 e dunque ’equazione della
parabola richiesta & f(x) = 2. O
Stabilire quali tra le seguenti funzioni sono pari o dispari
. . 2_
i) flz)=a"—2? i) flz) =27
i) flz)=x—2 iv) f(r) =%+ cosz
v f@ =+t vi) f@)—e -
Soluzione:

i) Il campo di esistenza di f(z) = z* — 22 ¢ R, dunque simmetrico rispetto

all’origine. Si tratta di una funzione pari. Infatti:

f(=a) = (—a)' = (~2)® = 2" — 2® = f(a).

ii) Il campo di esistenza di f(z) = 2;‘22;13 ¢ R, dunque simmetrico rispetto

all’origine. Si tratta di una funzione pari:

2(—z)? -3 222-3 fa)
= = f(x).

(—z)?2+1 241

f—w) =



iii) 11 campo di esistenza di f(z) = o — 2 & (—00,0) U (0,400), dunque

simmetrico rispetto all’origine. Si tratta di una funzione dispari. Infatti

iv) Il campo di esistenza di f(z) = 22 +cos x & R, dunque simmetrico rispetto
all’origine. Si tratta di una funzione pari:

f(=x) = (—2)* 4+ cos(—x) = 2% + cosx = f(x).

3.31 Determinare il campo di esistenza delle seguenti funzioni:

) fle) = e i) f(z)=log(z +3)
i) f(z) = Va? —4dx iv) f(z)=loglogz
Soluzione:

i) Per ottenere il campo di esistenza ¢ necessario imporre la condizione
22 — 3x # 0 ovvero:

x(x—3)#£0 <= x#£0 e z#3.

Il campo di esistenza ¢ (—o0,0) U (0,3) U (3, +00).

ii) Per ottenere il campo di esistenza e necessario imporre la condizione
x 4+ 3 > 0 soddisfatta per > —3. Il campo di esistenza ¢ (—3, +00).

iii) Per ottenere il campo di esistenza ¢ necessario imporre la condizione
x? — 42 > 0. 1l campo di esistenza & (—oo, 0] U [4, +00).

iv) Per ottenere il campo di esistenza ¢ necessario imporre le condizioni:

x>0 x>0
ovVVero
logx >0 x> 1.

Si conclude che il campo di esistenza & (1, 4+00).

3.34 Determinare 'insieme delle immagini delle seguenti funzioni

i) f(z)=—-2?-5

i) f(z) =35



, sex >0

8=

i) f(x) = {

332+433+3, sex <0

Soluzione:

i) f(z) = —2? — 5. Si tratta di una parabola con la concavita rivolta verso
il basso. Per individuare l'insieme delle immagini, ¢ necessario calcolare
le coordinate del vertice, cioé 7, = — = 0 e f(z,) = —5. Si conclude

che I'insieme delle immagini ¢ l'intervallo (—oo, —5].

ii) f(z) = L. Si tratta di un’iperbole equilatera. Calcoliamo il centro
di simmetria: C = (2,1). Si conclude che 'insieme delle immagini ¢

(—o0,1) U (1, 400).

iii) L’insieme delle immagini di g(z) = 1 per « > 0 & I'intervallo (0, +00).
La parabola di equazione y = 22 + 4x + 3 ha vertice di coordinate z, =
—% = —2e¢ f(x,) = —1. Osservo che z, = —2 < 0, dunque fa parte
del campo di esistenza e la parabola ha la concavita rivolta verso I’alto.
L’insieme delle immagini della parabola & dunque [—1, +00).
Concludiamo che I'insieme delle immagini della funzione f(z) ¢ [—1, +00).

O

3.35 Determinare il numero di soluzioni dell’equazione:

4—g%= 1 x.
e

Soluzione: 11 primo membro rappresenta una parabola con la concavita rivolta
verso il basso, con vertice x,, = —% =0e f(zy) = 4. Il secondo membro ¢ una
funzione esponenziale con base minore di 1. Dal confronto grafico si evince che
I’equazione data ammette due soluzioni.

[}
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3.41

3.43

3.46

Sia f : R — R definita da f(z) = 323 + 722 — 22 — 8. Calcolare f(1), dedurre
una fattorizzazione di f(z) e risolvere in R l'equazione f(z) = 0.

Soluzione: Per sostituzione si ottiene f(1) = 0. Si deduce che il polinomio
dato & divisibile per il binomio (z — 1). Scomponiamo il polinomio grazie al
teorema di Ruffini:

3 7 —-2| -8

Si deduce che
f(z) =323 + 72 — 22 — 8 = (x — 1)(32% + 10z + 8)
. . . o 4
e le soluzioni di f(x) =0 sono 1,2 e —3. O

Determinare 'insieme dei numeri reali strettamente positivi soluzione dell’e-
quazione

3 1
1ng+ = —(logx + log 3).
2 2
Soluzione: Per le proprieta dei logaritmi, ’equazione data e equivalente a:
3 3
log o log(?)x)% ovvero a . (330)%

Elevando al quadrato entrambi i membri (z + 3)? = 4(3x) da cui segue x = 3.
(]

Risolvere I'equazione logi (1 4 x) = logy(2 — ).
2

Soluzione: 1 valori della variabile indipendente accettabili come soluzione
dell’equazione data, risolvono il sistema:

1+2>0
2—x >0,

ovvero x € (—1,2). Poiche log, x = }ggi, I’equazione data equivale a:
1 1
O8U0E) gy (2 - )
log, 5
—logy(1 + z) =logy(2 — z)
1
=2—u.
1+ v
Si tratta di risolvere I’equazione di secondo grado 22 — 2 — 1 = 0. Si conclude
che I'insieme delle soluzioni e {%, % } O
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3.51 Risolvere le seguenti disequazioni di primo e secondo grado

v) T2’ —Tzx—84>0 vi) —2?—-2+2<0

vii) 3(x—1)<(z+2)2?—-6z+4  viii) (z+2)?—4dz>2?+4

Soluzione:
v) Sicalcola il discriminante A = 4942352 = 2401 > 0, le radici 212 = #,
sono r1 = —3 e & = 4. Si conclude che la disequazione data & soddisfatta

per x < —3ex > 4.

vi) La disequazione data & equivalente a x? + x — 2 > 0, soddisfatta per
r< —-2ex>1.

vii) Da 3(z — 1) — (z 4+ 2)? + 62 — 4 < 0, segue
—2? 45 —-11<0 ovvero 22 —bx+11 > 0.

Il discriminante ¢ A = 25—44 = —19 < 0. Si conclude che la disequazione
data ¢ soddisfatta per ogni x € R.

viii) La disequazione x? + 4 + 4z — 42 > 2 + 4 & soddisfatta per ogni = € R.

0

3.55 Risolvere le seguenti disequazioni razionali fratte:

) <ot ) g >2

Soluzione:

i) La disequazione si puo riscrivere come:

2 1 1 r+1
- -—<0 ivalent — <0.
=2 a@=2 - equivalente a = =

Numeratore: x +1>0 <— x> —1.
Denominatore: z(x —2) >0 <= x<0exz>2.
Riepilogando i segni di numeratore e denominatore:

-1 0 2

o N)
L L D)

— + - +
si conclude che la disequazione data e soddisfatta perx < —1e0 <z < 2.
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ii) 112114 — 2 > 0 & equivalente a:

1—x2—22%2+8

> 0.
|

Studio separatamente il segno di numeratore e denominatore:
numeratore: —2z2 —x 4+ 9 > 0 per _1%/% <z < _1%@.
Denominatore: (r+2)(z —2) >0 < z<—-2ex>2.
Riepilogando i segni di numeratore e denominatore

—1-+/73 _9 —14+/73 9
1 1

ﬂ

si conclude che la disequazione data e soddisfatta per _1_4 B <r<—2

o VT 9,

3.56 Risolvere i seguenti sistemi di disequazioni:

z+2 z z—4
TRy < A3

i 2-3z20 i) 8e-2 | | Se=3
2—r—2<0 3 2
2—rx4+1>0
Soluzione:

i) La prima disequazione del sistema, ¢ soddisfatta per 3z <2 <<= x < %
La seconda disequazione ¢ soddisfatta per z < —1e z > 2.
Si conclude che il sistema & risolto per x < —1.
iii) Prima disequazione: 2 + a 24 3 <0 per z <6.
Seconda disequazione: 3””3—_2 +1-— % > 0 per x < %.
Terza disequazione: 22 —x 4+ 1 > 0 per ogni = € R.
1l sistema ¢ risolto per z < 19—1.

3.57 Risolvere le seguenti disequazioni irrazionali:

ii) %21 iv) 2r—-8<+Va2-5

v) V3+a22—V1+422>0 ix) V3r2+4+3rx—V22-Tr+12<0

Soluzione:



i)

iv)

ix)

Considero la disequazione equivalente x + 1 > /x nel campo di esistenza
x > 0. Le soluzioni della disequazione sono le soluzioni del sistema:
x>0
z+1>0
(z+1)2>2
Si conclude che l'insieme delle soluzioni della disequazione proposta e
x> 0.

L’insieme delle soluzioni della disequazione data € unione delle soluzioni
dei due seguenti sistemi:

22 -5>0 2z —8)2<2%2-5
laic U

20 -8 <0 2z —8 > 0.

Il primo sistema e risolto per Vi<z<ie per x < —/5.
Il secondo sistema e risolto per 4 < z < % L’unione delle soluzioni &

Vi<e<Fexr< b

V3 + 22 > /1 + 422, Poiche i radicandi sono somme di quantita positive,
la disequazione data equivale a:

3+:1:221+4x2 ovVvero 3x2—2§0

soddisfatta per —\/g <z< \/g

V322 + 3z < Va2 — Tz + 12. Si scrive il sistema:

322 4+32>0
2 —Tr+12>0
302 + 31 < 22 — T + 12

Si conclude che l'insieme delle soluzioni della disequazione proposta &
<< -1lel<x<l.

O
3.58 Risolvere le seguenti disequazioni esponenziali e logaritmiche:
iv) et > vi) e TS5 5 L
- e.’l/'
x) e*> —613_4 xii) log(x? — 142 +48) > 0
xiv) 371 —3"F1 4216 >0  xvi) e F(x—2)2>0
Soluzione:
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iv)
ex2+4:1: Z 1 ex2+4x Z 60
— 22+ 42 >0
<—— < —4dex>0.
vi)

2 1 2
P +6x+48 > et +6x+8 1

- — >e
— 22 +6x+8> -1

— 2 4+62+9>0

— (z+3)2>0

— x # 3.

x) La disequazione data & equivalente a e* + e,fi 7 = 0. II numeratore ¢

non negativo per x < 0 e z > log3. Denominatore: ¢* —4 > (0 <
x > 2log2. Si conclude che l'insieme delle soluzioni ¢ 0 < z < log3 e
x > 2log 2.

" log(z? — 142 +48) >0 <= log(z? — 14z +48) > log1
e per la monotonia della curva logaritmica, il sistema da risolvere e
2% — 14z + 48 > 0
{ x? — 14z + 48 > 1.

Basta risolvere la seconda equazione. Si conclude che l'insieme delle
soluzioni & (—o0,7 — v/2) U (7 + /2, +00).

xiv)

1
3713 1216 > 0 — g3:'3—3'3”%216>o

37 (—§> > —216
3" < 81

3% < 3t

T < 4.

1rer

xvi) Si tratta del prodotto di due fattori, il primo dei quali ¢ sempre positivo
mentre il secondo:

(z-2P3>0 <= 2-2>0 — z>2.

La soluzione finale ¢ x > 2.
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3.59 Risolvere, con il metodo grafico, le seguenti disequazioni
iii) logz > =% V) :E2+2:z—xi+1+120

Soluzione:

iii) Si tratta di confrontare la funzione logaritmo in base e con un’iperbole
equilatera, il cui centro di simmetria ¢ (1,1). Come si vede dal grafico
non ci sono intersezioni tra le due curve e la curva logaritmica si trova al
di sopra dell’iperbole per = > 1.

v) Riscrivo la disequazione come:

22420 +1> * .
r+1

La parabola 2 + 2z + 1 = (2 + 1)? interseca ’asse delle ascisse nel punto
x = —1 e il suo vertice ha coordinate (—1,0). L’iperbole equilatera ha
centro di simmetria (—1,1). Come si vede dal grafico, esiste una sola
intersezione nel punto di ascissa a € (=3, —2) e I'equazione ¢ risolta per
r<aex>—1.

(]

4 a

v
%
£

3.60 Risolvere le seguenti disequazioni trigonometriche nell’intervallo [0, 27):
i) senz>—1 iv) (cosz)?+2senz —1>0

Soluzione:
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1

i) Dal confronto grafico tra la funzione f(x) = senw e la retta y = —3,

limitatamente all’intervallo [0, 27)

05T

si ricavano le soluzioni 0 < z < %77, %7’[’ < x < 2m.

iv) L’identitd fondamentale della trigonometria sen 2z +cos? z = 1, permette
di riscrivere la disequazione come:

1 —sen?z + 2senz — 1 >0

equivalente a senx[2 — senx| > 0. Il secondo fattore & sempre positivo.
Dunque il segno dipende dal primo fattore: 0 < z < 7.

O

4. Le funzioni quasi elementari

4.3

4.4

4.5

Determinare 1’estremo superiore e ’estremo inferiore, precisando se essi sono
anche, rispettivamente, massimo e minimo, di A- A = {a® : a € A} essendo
A=(-2,2].

Soluzione: A-A = [0,4]; sup(A-A) = max(A-A) =4, inf(A-A) = min(A-A) =
0. ]

Determinare I'estremo superiore e ’estremo inferiore, precisando se essi sono

anche, rispettivamente, massimo e minimo, di A + B e A — B essendo A =
— _1

[-1,1)e B={1-1}.

Soluzione: Si ha inf A = minA = —1, mentre supA = 1. Dato l'insieme
B = {0, %, %, .. .}, si ha inf B = min B = 0, mentre sup B = 1.

Siricava che sup(A+B) = 1+1 = 2 (x = 2 non & perd massimo) e inf(A+B) =
—14+0=—1=min(A+ B).

Analogamente sup(A — B) = 1 (z = 1 non & perd massimo) e inf(A— B) = —2
(x = —2 non & perd minimo). O

Determinare per ciascuno dei seguenti insiemi ’estremo superiore e ’estremo
inferiore, precisando se essi sono anche, rispettivamente, massimo e minimo:
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A={2-2%:neN\{0}}
B:{”zjgl:neN\{O}}

C={s+(-1)":neN\{0}}

Soluzione: L’insieme A ¢ formato dal numeri —1

inf A =min A = —1, mentre sup A = 2.

Dalla rappresentazione di B = {1, %, %, 1787, 1—;’, i”—;, .. .}, si deduce che inf B =

min B = 1 mentre sup B = +00. L’insieme B non ha massimo.
Si puo pensare l'insieme C' come D U E dove:

,%,1,%,%,... e si vede che

D—{%Jrl:neN\{O}, pari}

1
E:{——lznGN\{O}, dispari}.
n

L’insieme D e formato dagli elementi %, %, %, ... ovvero ha per estremo supe-
riore e massimo %, mentre inf D = 1.

L’insieme FE e formato dagli elementi 0, —%, —%, ... e pertanto il suo estremo
superiore e massimo € 0, mentre inf £ = —1.

Si conclude che supC = maxC = %, mentre inf C' = —1. L’insieme C' non ha
minimo. ([

4.7 Determinare I'insieme dei minoranti e quello dei maggioranti dell’insieme dei
valori assunti dalle funzioni:

i) f(z)=¢e" i) f(z) =—32%4+3z+1
Soluzione:

i) L’insieme delle immagini della funzione f(x) = e* & I'intervallo (0, +00).
L’insieme dei minoranti & (—oo, 0], quello dei maggioranti & vuoto (poiche
non esiste alcun numero reale maggiore di +00).

iii) La funzione rappresenta una parabola con la concavita rivolta verso il
basso. Il suo vertice ¢ il punto di coordinate (3, %) e dunque linsie-
me delle immagini e (—oo7 %] L’insieme dei minoranti ¢ vuoto mentre
I'insieme dei maggioranti ¢ 'intervallo [%, +oo).

0

4.8 Determinare il massimo e il minimo dei valori assunti dalle seguenti funzioni
sull’intervallo [—1, 3]:
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4.11

4.14

4.15

iii) f(r)=—2%+3z—2

Soluzione:

iii) La parabola ha vertice di ascissa z, = 3 € [—1,3] e concavita rivolta

verso il basso. Dunque nell'intervallo [—1, 3] la funzione assume massimo
nel vertice f (%) = i e minimo in uno dei due estremi dell’intervallo di
definizione. Calcolando tali valori, f(—1) = —6 e f(3) = —2, si conclude

che il valore minimo della funzione ¢ —6.

O

Determinare i punti interni, di accumulazione, di frontiera e isolati dei seguenti
insiemi:

i) {zeR:-1<1 <1}
i) {1-2 neN\{0}}U[1,2)
Soluzione:

i) L’insieme dato ¢ [—1,0) U (0,1). I punti interni sono (—1,0) U (0,1), i
punti di accumulazione sono [—1,1], i punti di frontiera sono {—1,0,1},
mentre non ci sono punti isolati.

ii) L’insieme dei punti interni &: (1,2), 'insieme dei punti di accumulazione
¢ [1,2], i punti di frontiera sono {1 — 1 :n € N\ {0}} U{1,2}, mentre i
punti isolati sono {1 — 1 :n e N\ {0}}.

O
Stabilire se i seguenti insiemi sono aperti o chiusi:
A={reR:1<e* <2}
B={x e R:log(z+5) <0}
Soluzione: Poiche e* = 1 per x = 0, ¢ = 2 per x = log2 e la funzione

esponenziale ¢ strettamente crescente, A = [0,log 2] che & un insieme chiuso.
La funzione f(z) = log(x + 5) & definita per z > —5 e log(x + 5) < 0 per
xr < —4. Pertanto 'insieme B ¢ uguale a (—5, —4) che & un aperto. (Il

Determinare il numero delle soluzioni dell’equazione |2z| — |z — 3| = 4.

Soluzione: Nel grafico sono rappresentate in nero f(x) = |z — 3| e in rosso
f(x) = 22| — 4. L’equazione data, equivalente a [2z| — 4 = |z — 3|, ammette
due soluzioni.
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4.19 Risolvere le seguenti equazioni:

i) 3lz+1l=7  vi) |22 -100|=3z+30
Soluzione:

i) L’equazione data ¢ equivalente a x + 1 = :I:% e dunque ammette, come

soluzioni, x = —% exr= %.

vi) Dalla definizione di modulo, otteniamo:

) 22 —100, sexz?—100>0
|2* — 100| =
100 — 22, se x? —100 <0
22 —100, sex<—10ez > 10
| 100-22, se —10 < < 10.
Per z € (—o0, —10] U [10, +00), I'equazione data equivale a x? — 100 =

3z + 30, ovvero 2 — 3z — 130 = 0, da cui si ricavano le soluzioni z = —10
exr=13.

Per = € (—10,10), 'equazione data equivale a 100 — 22 = 3z + 30, ovvero
22432z —-70=0,dacuiz=—-10ex="1.

Si conclude che la disequazione originaria ¢ risolta per x = —10, z =7 e
x =13.

0

4.20 Risolvere le seguenti disequazioni:

D) |z+4 <8 iv)

2x+1
1274‘ 21

Soluzione:
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i)

iv)

La disequazione data ¢ risolta se e solo se —8 < x +4 < 8 ovvero —12 <
x < 4.

Il campo di esistenza & dato dalla condizione x? — 4 # 0 verificata per
x # £2. Le soluzioni sono date da

20+ 1 20+ 1
{xGR:xQ 4§1} U {:UGR::U2 421}.

Considerando il primo insieme,

2 2 _
2x+1s_1<:>29:+1+x 4S0(:)93+293 3§O.
x2—4 x2—4

72 _
Il numeratore e positivo per x < -3 e x > 1.

Il denominatore e positivo per x < —2 e x > 2.
Riepilogando i segni di numeratore e denominatore, otteniamo:

-3 -2 1 2
S D R .
_______ D)
- — - -+
Il primo insieme ¢ dato da [—3,—2) U[1,2).
Consideriamo ora il secondo insieme:
2x + 1 2c+1—a>+4 —224+ 22 +5
> ] <— >0 — —— > 0.
2 -4~ [ — | - fr— | -

Il numeratore e positivo per 1 — V6 <z<1++6.

Il denominatore e positivo per x < —2 e x > 2.
Riepilogando i segni di numeratore e denominatore, otteniamo:

-2 1-v6 2 1+6
S R b

_______ ---N)

Il secondo insieme e dato da (—2, 1- \/6] U (2, 14+ \/6] La disequazione
data ¢ risolta per

ze [—3,—2)u(—2,1—\/6} U[1,2)U<2,1+\/6}.
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4.21 Risolvere le seguenti disequazioni:
i) ’%x2+z74 > 2
Soluzione:

i) Le soluzioni della disequazione sono date da:
1 1
{wER:§x2+x—4<—2} U {xER:§$2+x—4>2}

1 1
{xER:§x2+x—2<0} U {xER:§x2+:L‘—6>O}.

Il primo insieme equivale a (—1 — \/5, -1+ \/5)
11 secondo insieme ¢ dato da (—oo, —1 — v/13) U (=1 + /13, +00).
Riepilogando su uno stesso grafico,

—1-V13  —1-+/5 —1+v5  —1+13
_ ! ! L

8

si conclude che la disequazione data ¢ risolta per z < —1—v/13, —1—/5 <
r<—-14++vV5ex>—-1++13.

O

4.22 Risolvere le seguenti disequazioni:
i) 243> /|l +1]

Soluzione:

i) Il campo di esistenza ¢ R poiche il radicando non ¢ mai negativo. Le
soluzioni sono date da:

z+1>0 r+1<0
T4+3>0 U r+3>0
(x+3)2>x+1 (x+3)2>-2-1
Tz > —1 z < —1

x> —3 U x> -3

22+ 52 +8>0 2%+ 72 +10 > 0

Il primo sistema ¢ risolto per x > —1.
Il secondo sistema e risolto per —2 < x < —1.
Infine, la disequazione data e risolta per z > —2.
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4.23 Risolvere le seguenti disequazioni con modulo:
iv) 2e* —elfl <1 v) log|z+3|—log(x+1)>0
Soluzione:

iv) L’insieme delle soluzioni ¢ dato dall’'unione delle soluzioni dei due sistemi:

x>0 U z <0
2" — e <1 2e" —e7* <1

x>0 xr <0
et <1 U M<O.

e(X)
La disequazione data ¢ vera per x < 0.

v) La disequazione & definita in (—1,400). In tale intervallo, grazie alla
monotonia della curva logaritmica, equivale a x + 3 > = + 1, risolta per
ogni z. Si conclude che l'insieme delle soluzioni & (—1, 400).

O

4.24 Risolvere graficamente le seguenti disequazioni:

i) 14 [3z+2/ <2

Soluzione:

ii) Come si vede dal grafico, la funzione f(z) = |3z + 2| (linea nera) incontra

il grafico dell'iperbole equilatera di equazione g(z) = 2 — * (linea rossa)

xr
in un punto «, con —2 < a < —1.

La disequazione e risolta per

a<xz<0.

§
B
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4.25 Risolvere graficamente le seguenti disequazioni:

ii) z(x —3)+loglxr —1] >0

Soluzione:

ii) Come si vede dal grafico, la funzione f(z) = log|x — 1| (linea nera) in-
contra il grafico della parabola di equazione g(z) = —x2+3x (linea rossa)
nel punto x = 0 e nel punto «, con 2 < a < 3.

i

La disequazione e risolta per

A ' r<0ex>a.

4.26 Risolvere graficamente le seguenti disequazioni:
i) e” |z —3[>1

Soluzione:

ii) Come si vede dal grafico, la funzione f(z) = |z — %‘ (linea nera) incontra
il grafico della funzione g(x) = e™* (linea rossa) in tre punti, o, e 7,
con 2<a<-lel<fB<y<2.

A

La disequazione é risolta per

a<zr<fex>n.

p]
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5. Una parentesi discreta

5.3 Stabilire se i seguenti insiemi sono finiti, infiniti numerabili o infiniti con la
potenza del continuo: A = {2”_1,n > 7}, B = {”2—;1,0 <n< 5}.

n

Soluzione: L’insieme A, formato dagli elementi %, %, %7, .. } ¢ infinito nu-
merabile. L’insieme B e finito. Esso contiene gli elementi {O, %, %, %, %} .
O

5.6 Per ognuna delle seguenti successioni, esprimere s, in funzione di n:

S0 — 2 S0 — 2
i) iii)
Spn = 58p-1+9 Sp = 9Sp—1
Soluzione:
i) Si ha:
s1=2+5

S9=2+5+5=2+5-2
53=2+5+5+5=2+5-3

Sn=2+5n
iii) Si ha:

81:5-2

82:5'5'2

s3=5-5-5-2

Sp = 2-5"

5.7 Data la successione

sop=4
__ snt4
8n+1 - 524’,1

calcolare s1, s9, s3. Esprimere s,,49 in funzione di s,,.

Soluzione: Si ha:
so+4 _ 4+4 _

8
so+1 4+1 5

S1 =
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ﬁ;

BT s+l B4l A T U341 41

13 13
Infine:
s Sn41 + 4
n+2 = 5
Sp+1 + I
Spy1+ 4 BE 44 a5 g
Spa1+1 41 sddisdl 9, 4+ 5

O

5.10 Per ognuna delle seguenti successioni, dire se e limitata o illimitata, crescente
o decrescente:

i) {sn} = {log(1+ %)} i) {sp}= {e*H%}

Soluzione:

i) I primi termini della successione sono:

s1 = log 2
59 zlog%
S3 = log%
S4 zlogg

La successione assume valori sempre piu piccoli (ricordando il grafico
della funzione f(z) =logx, con x € R). Si conclude che la successione ¢
limitata sia inferiormente (da log1 = 0) sia superiormente e decrescente.

ii) I primi termini della successione sono:

51:1
_1
So =e€ 2
_2
3326 3
_3
S4y =€ 4

La successione ¢ limitata, poiche non assume valori piu grandi di 1 e piu
piccoli di 0 ed ¢ decrescente (strettamente).

O
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5.12

5.16

5.21

5.28

5.30

Calcolare Dy + P3 + 0473.

Soluzione:

7T+3—-1
D472+P3+C§’3:4-3+3~2+< >
8

9! 9-8.7
=124+6+—— =18+

=18 + 84 = 102.
36! 3- +

Risolvere, per n € N, I'equazione D,, 1 + Dy 3 — Dyy13 + 55 = 0.

Soluzione: Si ha:

Dypi+4+Dp3—Dpy13+55=n+nn—-1)(n—-2)—(n+1)n(n—1)+55
=n+n*=n)(n—-2)—n>+n)(n—-1)+55
=n+n®—3n2+2n—n3+n+55
= -3n2+4n+55=0.

Calcoliamo il discriminante di —3x2 + 42 + 55 = 0 con = € R, ovvero A =

4 4165 = 169 e le radici z12 = M e concludiamo che la soluzione ¢ n = 5.

]

Verificare che n = 3 ¢ soluzione dell’equazione C), 2 + 3C, 3 = 2C), 1.

Soluzione: Sostituendo n = 3, si ha:

Ch2+3C,3 —2C,1 = C32+3C33 — 20731
3' 3! 3!

35 25—3+3 6 =0.

O

Gli abitanti di una citta crescono ogni anno del 3%. Nel 2007 la popolazione
era di 35.000 abitanti. Calcolare il numero di abitanti previsto per il 2010.

Soluzione: Il numero di abitanti previsto per il 2008 ¢ 35.000 (1 + 0, 03), nel
2009 & 35.000 (1+0,03) (1 +0,03) mentre nel 2010 & 35.000 (1 +0,03)° =
38.245 circa. O

Calcolare il numero di possibili anagrammi della parola “numero”.
p g p

Soluzione:
Py = 6! = 720.
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5.33

5.35

5.41

5.43

5.47

Calcolare il numero di possibili anagrammi della parola “topologia”.

Soluzione: N
P{,3,1,1,1,1,1 = 5 = 60.480.

O

Calcolare quanti sono i numeri di quattro cifre, tutte fra loro diverse, divisibili
per cinque.

Soluzione: Un numero ¢ divisibile per cinque se l'ultima cifra, quella delle
unita, € zero oppure cinque. Distinguiamo i due casi: ultima cifra zero e
ultima cifra cinque. Se l'ultima cifra ¢ zero, la prima la posso scegliere in 9
modi diversi, la seconda in 8 e la terza in 7; dunque i numeri di quattro cifre
tra loro diverse che terminano con zero sono:

Doz =9 x8x7=>504.

Se l'ultima cifra ¢ cinque, allora la prima cifra la posso scegliere in 8 modi
diversi (non posso considerare lo zero, altrimenti non avrei pitt un numero di
quattro cifre), la seconda in 8 modi diversi e infine la terza in 7; dunque i
numeri di quattro cifre diverse che terminano con cinque sono:

D8’1'D8’2:8X8X7:448.

Sommando, si ottiene il numero cercato: 504 + 448 = 952. ([l

Stabilire quanti sono i numeri composti da 3 cifre distinte e ordinate per valori
decrescenti.

Soluzione: I numeri formati da 3 cifre distinte sono tanti quante le disposizioni
semplici di 10 oggetti (le cifre da 0 a 9) di classe 3: Djg 3 = 720, se si conside-
rano anche gli allineamenti la cui prima cifra e 0.

Se tutti questi numeri vengono suddivisi in gruppi di 3! elementi, in modo che
ad ogni gruppo appartengano tutti e soli i numeri composti dalle stesse cifre, si
vede che in ogni raggruppamento c¢’e solo un numero che soddisfa la condizione
che le cifre siano ordinate per valori decrescenti. Il numero cercato & pertanto
D13 — Cyo4 = 120. O

Determinare il numero di possibili applicazioni da un insieme A composto di
4 elementi, in un insieme B costituito da 5 elementi.

Soluzione: Si tratta delle disposizioni con ripetizione Df , = 5% = 625. O

Dati 12 punti di un piano, tre dei quali non risultano mai allineati, calcolare
quante rette si possono tracciare congiungendo i punti a due a due.

Soluzione: Sono le combinazioni semplici C122 = (122) = 66. O
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5.53

5.58

5.65

5.67

5.70

Calcolare quante parole di 4 lettere (anche prive di significato) si possono
costruire con le 21 lettere dell’alfabeto senza doppie, ovvero senza che due
lettere uguali siano consecutive.

Soluzione: 21 -20-20-20 = 168.000. |

Mauro ha 15 libri di Analisi, 15 di Geometria e 6 di storia della Matematica.
Calcolare in quanti modi puo allinearli su uno scaffale, in modo che i libri di
uno stesso argomento siano vicini.

Soluzione: 1 15 libri di Analisi possono essere ordinati in 15! modi diversi,
quelli di Geometria in 15! modi e quelli di storia della Matematica in 6! modi.
Infine Mauro deve decidere come ordinare i tre gruppi (per esempio, prima
Analisi; poi Geometria e infine storia della Matematica) e lo puo fare in 3!
modi. In totale Mauro puo disporre i suoi libri in P5Pi5PsP3 = 15!15!6!3!
modi diversi. ([

Scegliendo a caso un numero intero compreso tra 4 e 20 (4 e 20 esclusi),
calcolare la probabilita che sia un numero divisibile per 2 o per 3.

Soluzione: Tra 4 e 20 (4 e 20 esclusi) ci sono 15 numeri. Quelli che non sono
divisibili ne per due ne per tre sono : 5,7,11,13,17,19 ovvero 6 numeri. La
probabilita cercata e:

O

Su un campione di 30 persone, qual ¢ la probabilita che non vi siano persone
nate nello stesso giorno dell’anno (supponendo un anno sempre formato da 365
giorni)?

Soluzione: Le possibili date di nascita sono tante quante le disposizioni (con
ripetizione) di 30 oggetti scelti tra 365. I casi favorevoli sono quelli in cui non ci
sono persone nate nello stesso giorno e pertanto sono tanti quanti le disposizioni
precedenti, considerate pero senza ripetizioni. La probabilita richiesta e:

_365-364-...-336
B (365)30

Calcolare la probabilita che, lanciando due dadi (non truccati),

i) la somma delle facce sia 2;

ii) la somma delle facce sia 3.

Soluzione:
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i) La somma delle facce & due solo se esce 1 e 1. La probabilita che per il

primo dado esca 1 & %. Moltiplicandola per la probabilita che anche per

il secondo dado esca 1, si ha é . % = %.

ii) Si ottiene 3 come 2+ 1 oppure 1 + 2. In entrambi i casi, la probabilita ¢
% . %. Dunque la probabilita cercata ¢ % + % = %.
O

6. La definizione di limite

6.1

6.4

6.6

6.7

Calcolare, se esiste, il limite di s, = (—1)", per n — +o0.

Soluzione: 1l limite di s, per n — 400 non esiste. Infatti, se consideriamo n
pari, la corrispondente successione delle immagini e costante e vale 1, mentre
per n dispari vale —1. I due comportamenti diversi per n — 400 della funzione
permettono di concludere che il limite non esiste. ([l

Calcolare, se esiste, il limite per x — +oo di:

o ose e Q
fa) = 2, se € R\ Q.

Soluzione: 1l limite di f(z) per x — +o00 non esiste. Per esempio, per s, =
n, n € N, la corrispondente successione delle immagini tende a —oo, mentre
per s, =nm, n € N, tende a 2. O

n-+cosmn

Calcolare, utilizzando il teorema del confronto, lim,— oo | 5257

Soluzione: Vale la seguente catena di disuguaglianze:
n -+ cosn n+1 ' 1

0<
n?2 —1

<

n? —1

n—1

Osservando che lim,,_, 4o ﬁ = 0, si conclude che anche il limite proposto e
uguale a zero. O
Calcolare, utilizzando il teorema del confronto, lim,_.g 2x (3 + cos? %)
Soluzione: Poiche i valori della funzione coseno sono compresi fra —1 e 1,
abbiamo: 0 < cos? % < 1. In particolare, valgono le seguenti disuguaglianze:

1
6xr < 2z <3 + cos? —> < 8z,
x
e poiche le funzioni y = 6z e y = 8z tendono a 0 per x — 0, si ha:

lim 2z (3 + cos? l) =0.
T

x—0
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6.11 Dare un esempio di funzione sempre positiva ma il cui limite, per x — +o0,
non ¢ positivo.

. B . . . 1
Soluzione: Per esempio la funzione f(z) = 5,

¢ sempre positiva poiche rapporto di quantita sempre strettamente maggiori
di zero, ma il suo limite, per x — 400, ¢ zero.

definita su tutto ’asse reale,

]

6.14 Individuare il comportamento di f(z) = %4 perx — —o0, z — 07, 2 — 0" e
xr — +00, precisando se ci sono asintoti verticali e orizzontali.

Soluzione: Come si vede dal grafico, si ha:

1 1

T——00 I r—+oco I

. 1 . 1

lim — = lim — = foo.
z—0— T z—0t T

La retta di equazione y = 0 ¢ asintoto orizzontale per x — +oo, mentre la
retta di equazione x = 0 & asintoto verticale per z — 0%.
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6.17 Individuare eventuali asintoti verticali e orizzontali di f(z) = 1=2%.

Soluzione: Si tratta di un’iperbole equilatera il cui centro di simmetria ¢
(0,—2). Come si vede dal grafico, la retta di equazione y = —2 & asinto-
to orizzontale per x — <00, mentre la retta di equazione x = 0 ¢ asintoto

verticale per x — 0F.

4
5}
. i
-4 -2 ) 2, 4
ﬁ\i """""""""""""
o
1

1
T

6.20 Individuare eventuali asintoti verticali e orizzontali di f(x) =

8

Soluzione: La funzione data ¢ definita per x < 1. Si ha:

1
lim =07, e lim

1
v——00 /T — z 21— /1 —

= +00.

8

La retta di equazione y = 0 & asintoto orizzontale per  — —oo; la retta di
equazione x = 1 & asintoto verticale per x — 17. O

6.24 Scrivere l'espressione analitica di una funzione per cui x = 4 sia asintoto
verticale per x — 4~ e per z — 47T,

28



Soluzione: Puo essere, ad esempio, f(z) = ﬁ. La funzione f(x) non &
definita per z = 4. Si ha:

1
lim ——— — lim —— —
oty ey R A a1

VAN

7. Le funzioni continue e il calcolo dei limiti

7.1 Precisare la natura dei punti di discontinuita delle seguenti funzioni:

se x>0
i) f(z) =1 0, se z=0 i) f(z) =

—x—1, se <0

{xQ, se x#1

0, se =1

Soluzione:

i) Dal grafico si vede che il punto 2 = 0 & un punto di discontinuita di prima
specie. Infatti, lim, o+ f(z) =2 e lim,_,o- f(x) = —1.

4F

k2
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ii) La funzione ha in x = 1 una discontinuita eliminabile, infatti si ha:
lim,_.; f(z) =1 mentre f(1) =0.

O

7.5 Determinare, se esistono, i valori dei parametri a,b € R per cui la funzione:
ar’+z+b, se x<1
flz) =< logy(z+7), se l<zx<2
T + 2a, se x> 2
sia continua in R.

Soluzione: La funzione f(z) € continua in ogni punto di R, ad eccezione di
xr=1ex =2, per ogni a,b € R. Perche la funzione sia continua in z = 1,
bisogna imporre la condizione:

lim (a2 + 2 +b) = linlrl+ logy(z + 7)

r—1—

ovvero: a+b+1=1logy8 <= a+b=2.
Perche la funzione f(z) sia continua in 2 = 2, occorre imporre la condizione:

lim logy(x +7) = lim (z + 2a)
r—27 xz—2+

ovvero: 2logy 3 =242a <= logy3d=1+a.
I parametri cercati sono soluzione del sistemas:

a+b=2
10g23:1+a
risolto per a =logs 3 —1e b=2—1logy 3+ 1 =3 —log, 3. g

7.8 Determinare i parametri reali a,, e b, (n € N\ {0}) per cui la funzione:

0, se x < —n
flz) =< an+byz, se —n<z<n
1, se x>n

sia continua in R.

Soluzione: Si ha:

f(=n) =0, lim f(z)=an—nby

z——nT

fn)=a, +nb, lim f(z)=1.

z—nt

I parametri cercati risolvono il sistemas:

a, —nb, =0
a, +nb, =1
1

soddisfatto per a,, = % eb, =5 O
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7.12

7.14

Determinare per quali valori del parametro a € R, la funzione:

r+a, se 0<x<1
f(x) =
4—x, se 1<xr<3

verifica le ipotesi del teorema di Weierstrass nell’intervallo [0, 3]. Determinare
poi il valore massimo e il valore minimo assunti dalla funzione.

Soluzione: Perche siano soddisfatte le ipotesi del teorema di Weierstrass, si
deve imporre la continuita della funzione in [0, 3] ovvero:

lim (z+a) = lir£1+ (4—1x)

r—1—

che portaal+a=3 <= a=2 Pera=2 il teorema di Weierstrass
garantisce 'esistenza del valore massimo e del valore minimo. La funzione e
rappresentata da:

d

e come si puod vedere il suo valore massimo ¢ 3 (assunto per z = 1) mentre il
suo valore minimo ¢ 1, assunto per z = 3. ([

Data la funzione f(z) = 2% 4 222 — 2 — 2, stabilire se soddisfa le ipotesi del
teorema degli zeri nell'intervallo [—3, 3] e, in caso affermativo, stabilire quali
sono gli zeri della funzione nell’intervallo considerato.

Soluzione: La funzione ¢ continua nell’intervallo chiuso e limitato [—3,3].
Inoltre:
f(=3)=-27+1843—-2=-8

f(3) =27+18 —3 —2=40.

Le ipotesi del teorema degli zeri sono soddisfatte. Dunque, esiste almeno un
punto ¢ € (—3,3) tale che f(c) =0. Si ha:

fle)=0 <= S +22—¢c—-2=0
— Ac+2)—(c+2) =0
= (c+2)(*—1)=0
<~ ¢c1=-2, co=-1, cg=1.
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Nell’intervallo considerato la funzione data ha tre zeri. O

7.15 Calcolare i seguenti limiti di successione:

111) hmx—>+oo (2_:2)—_&_”1_3) IV) llmn—>+oo —10g(1n+en)
. 3_ . .

v)  limy, 4o 22713—”5—;3 vi)  limy—teo (%)n + RL%
Soluzione:

iii) Si ha:

2 — -3 —n?+5n—6
i G- =3) o6
z——+00 n2 +1 Tr—+00 n? +1

iv) Sostituendo si incontra la forma di indecisione 2. Trascurando gli infiniti
di ordine inferiore, si ha:
log(1 + e log(e™ n
lim (7): lim L: lim —=1.
n—-—400 n n——+oo n n—+oo 1,
v) Sostituendo si incontra la forma di indecisione co —oo. Poiché al numera-
tore e denominatore si ha una somma di infiniti, si trascurano gli ordini
inferiori e si ottiene:

i 2n3 —n+3 .o 1
im ——— = lim — = —.
n—+oo 4n3 — 5n n—-+oo 4n3 2
vi) Poiche }%‘ < 1 si ha limy,— 4 (%)n = 0. Inoltre:
n
im = lim —=1.
n—+oon +5H n—toon
Si conclude che limy,— 4 (%)n + 45 =1

7.16 Calcolare i seguenti limiti di successione:
i) limy, 400 (\/nQ +4n+3 — n) iv)  limy,— oo logs 4/ 5207:12—2‘:_71
Soluzione:

i) Sostituendo si arriva alla forma di indecisione +oo — oc.

Vn24+4n+3+n

n—-4oo n—-4oo

lim (\/n2—|—4n+3—n): lim (\/n2—|—4n+3—n)<
(\/n2+4n+3+n

) n2+4n+3—n?
= lim

n—+00 (\/n2 +4n+ 3+ n)

N— [ N—



iv) Sostituendo si arriva alla forma di indecisione co/oo.

1 o2n2+17 lim 1 2n?
11m O _— = 1m (0] —
ntoo B\ 502 11 T netee 85\ Bon2

= -2
O
7.17 Sia s, = 2—2' Calcolare il limite della successione SZ—“
Soluzione: Si ha:
1) n?
lim 2" i M o
n—+oo Sy, n——+o0o (n =+ 1)2 n!
2
n
p— 1. 1 .
n—1>r—&r-loo(n +1) (n + 1>
n—-4o0o
O
7.19 Calcolare i seguenti limiti:
i) limg oo ;;—ﬁ vii)  limg_q(2 + 2)3*
Soluzione:
iii) Si ha:
3
2 1
TR A LS O S
z—too 22+ 1  a—too 22 2ot /T
vii) Sostituendo, si ha: lim,_1(2 + z)3* = 33 =27
O

7.20 Calcolare i seguenti limiti:

8x+36"
2z —log|x|

i) limg oo vi)  limg_ o0 log(z® — 322)

Soluzione:

iii) Sostituendo si ha la forma di indecisione 5. Trascurando a numeratore

e denominatore gli infiniti di ordine inferiore, si ha:
8x + 36% . 8z

lim im

ST g
az——o0 2x — log|z| a——o0 2x
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vi) Sostituendo si incontra la forma di indecisione co — co. Nelle somme di
infiniti si trascurano gli ordini inferiori, ovvero: lim, .,y log(z® —32?%) =
limg 4 o0 log(23) = +o00.

O
7.21 Calcolare i seguenti limiti:
i) limg 400 (logg(z + 1) — logs(z + 5))
i) limy— oo (logr(x + 3) — log, (7x + 10))
Soluzione:
i) Si ha:
T +1
li 1 1) -1 = lim 1 =
L (logg(w+1) —logg(z +5)) = lim logg ——— =0
ii) Si ha:
. . T+ 3 1
mErEOO (logr(x + 3) — log;(7z + 10)) = xEr—&I-loo log; 72t 10 log; 7= —1.
O
7.22 Calcolare i seguenti limiti:
S\ e 43
i) 1imo—too 5y Ui
Soluzione:
ii) Sostituendo, si arriva alla forma di indecisione 2. Si ha:
i T4+ 3 I T 1
im = lim —=_-.
2=+ 00 2$+1+m r—+00 20 + 3
O

7.23 Calcolare i seguenti limiti:

i) limg— oo <\/m2 + 27 — 12 — 93)

Soluzione:
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ii) Sostituendo si arriva alla forma di indecisione oo — oo.

2 2 2 _
lim (\/x2+2x—\/x2—x) Va2 + 2z +Vz T
T——00 Va2 42z + Vit —x

242 -4z

= lim
t——00 /02 + 20 + V12 —
. 3z 3
= lim =——.
T——00 —T — T 2
O
7.24 Calcolare, se esiste, lim,_.q (m + 1+ @)
Soluzione: Poiche Va2 = |z| ¢ opportuno distinguere due casi:
- limx_,0+x+1+@ =2.
- limx_,ofnc—kl—i—‘/T;2 =0.
Si conclude che il limite lim,_.g (x + 1+ \/TP> non esiste. O
7.25 Calcolare i seguenti limiti:
i) lim,_p =22
Soluzione:
i) Sostituendo, si arriva alla forma di indecisione 0/0:
2
—xr—2 -2 1
lim & =222y, @2+
r—2 Q}2—5Q?+6 r—2 ([1}—3)(1'—2)
1
S L
=220 — 3
O

7.26 Calcolare I'ordine di infinito di f(x) = 2z* + 2% + 2 per * — +oo (rispetto a
9(x) = x).

Soluzione: Si tratta di calcolare per quale valore di a € R, il limite:

o2t 4 2t
lim ———— = lim
r——+00 @ r—+oo
risulta finito e diverso da 0. L’ordine di infinito ¢ 4. O
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7.27 Calcolare l'ordine di infinitesimo, per x — 0 (rispetto a g(x) = x), delle
seguenti funzioni:

i) fz)=22"+23+2

Soluzione:
i) Si tratta di calcolare per quale valore di a € R, il limite:

ot 3+ .T
lim ———— = lim —
x—0 xe z—0 %
risulta finito e diverso da 0. L’ordine di infinitesimo ¢ 1.

O

7.28 Calcolare 'ordine di infinitesimo, per x — oo (rispetto a g(z) = 1) delle
seguenti funzioni:

i) f(z) = \/ﬁ
Soluzione:

iii) Si tratta di calcolare per quale valore di a € R, il limite:
1

. V3z—2
)

risulta finito e diverso da 0. Per a = % si ha:

1

L SR
1
L

L’ordine di infinitesimo &

7.32 Confrontare con z2 le seguenti funzioni inifinitesime per z — 0:
3 — 3 1 s — 2 1
i) y=a’sen i) y=a"cos
Soluzione:

i) y= :c3sen% ¢ infinitesimo per z — 0, pur non esistendo il limite di sen %;
infatti da
3 1

rsen —| = ‘l‘s‘ .
€T

senl‘ < ’x3’
x

segue, per il teorema del confronto, che lim, ¢ w?’sen% esiste e vale 0.

3 1
N : . z3sen L .
Poiche, analogamente, si prova che lim, .o —5—* = 0, risulta che la

2

funzione data € un infinitesimo di ordine superiore rispetto a y = x°.

36



2 2

cos % ¢ per z — 0 un infinitesimo non confrontabile con y = z~, in

% non esiste.

i) y=x
quanto lim,_.q cos

0

7.35 Stabilire se la relazione f = o(g), per z — +o00, & vera essendo f(z) = 23 +
22% +Teg(x) =2°+ 1.

. . \ . 3 2
Soluzione: Poiche lim, .o &5+t }?11”

non ¢ vera. O

= 7 si conclude che la relazione f = o(g)

7.39 Determinare, se esistono, gli asintoti obliqui delle seguenti funzioni:
i) flz)=+Va?-1 ii)  f(z) = log(e*® — 2¢% + 2)

Soluzione:

i) f(x) = Vva?—1 & una funzione pari, definita in (—oo, —1] U [1, +00).
Consideriamo il comportamento della funzione per x — +o00:

lim Vz2—1=+c0
Tr——+00

Dunque, ¢ possibile che esista asintoto obliquo. Calcoliamo:

2 _
im YOl
r——+400 €T
21
lim (\/x2—1—x>: lim (\/3:2—1—:U)(x—+x)
r——+00 r——+00 ( ZL‘2—1—|—1‘)
. i
= lim
z—too /2 — 1+
. 1
— llm —

Si conclude che la retta y = = ¢ asintoto obliquo per x — 4o00. Data
la simmetria rispetto all’asse delle ordinate, la retta y = —x € asintoto
obliquo per xr — —oo.

ii) La funzione data ¢ definita per e?* — 2¢® + 3 > 1 ovvero quando e?* —
2e” 4+ 2 > 0 soddisfatta per ogni x € R. Calcoliamo:

lim log(e*® —2e* 4 3) = lim 2z = +oo.
r—-+00 T—+00
La funzione potrebbe dunque avere un asintoto obliquo per z — +o0.
Calcoliamo:
log(e?* — 2¢” + 3) 2x

lim = lim —=2 e
T—400 x T—+00 T
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lim [log(em’ —2¢"+3) —2z] = lim log(e** — 2¢” 4 3) — log ¢**

T—+00 T—+00
C i g © 23
T—4-00 e2r
=logl=0.

Si deduce che la retta di equazione y = 2z ¢ asintoto obliquo per x — +o0.
Indaghiamo ora il comportamento della funzione per x — —oo.

lim log(e?® — 2¢* + 3) = log 3.

r——00

Non esiste asintoto obliquo per x — —oo, ma la funzione ammette asin-
toto orizzontale di equazione y = log 3.

O

7.43 Determinare, se esistono, gli asintoti delle seguenti funzioni:
i) flo) = pBL; i) f(r) = Yo +log(x+1)

Soluzione:

ii) II campo di esistenza ¢ determinato dalle condizioni:

x>0

logz —2#0
da cui segue che la funzione data ¢ definita in (0,e?) U (€2, +00). Calco-
liamo:

log ) log
im ———— =1; lim —————=1;
z—0t logx — 2 z—+oo logz — 2
1 1
lim 8% _ —00; li 8% _ +00.

c—e2— logx —2 c—et logx —2
Si conclude che:
la retta di equazione y = 1 € asintoto orizzontale per x — 400;

la retta di equazione x = € & asintoto verticale per z — €2.

iii) Il campo di esistenza ¢ determinato dalla condizione x + 1 > 0, soddi-
sfatta per x > —1. Dunque, la funzione data ¢ definita in (—1, +00).

Calcoliamo:
lim [z +log(z +1)] = —o0
r——1
lim [z + log(z + 1)] = +o0
r——+00
3 1 1 3
i Vel Ve,
T—+00 x r—-+00 I
Si conclude che la retta di equazione x = —1 & asintoto verticale per
x— —17T.

O
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r3—_eT

7.44 11 grafico della funzione f(z) = 355 &

/1

i) ii) iii)

Soluzione: La funzione f(x) = gio;ge; e definita in (0,1) U (1, 4+00), e questo
permette di escludere il grafico iii). Calcolando i limiti agli estremi del dominio,

in particolare:

3

— e:L'
lim +
z—0+ 3logx

si puo escludere il grafico i). La risposta esatta ¢ grafico ii). O

8. Le derivate
8.2 Calcolare la derivata prima delle seguenti funzioni:
i) f(z) = Jx(r—2)72 iii)  f(z) =27% - logg x
Soluzione:

ii) Il primo fattore, /x ha per derivata 77%/73, mentre il secondo fattore ha
x

per derivata —2(z — 2)73 = —ﬁ. Si ha:

o1 L2 2V x—2-14a
S = s P T e -2
—13x — 2

iii) Si ha
f'(z) = 27% log 27 logg « + 277 . 27 |3log 3logs x + .
N & 83 zlog3 627083 xlog3

logx+ 1 e 3zlog3logx + 1 .
log3  xlog3 xlog3

= 27" |3log 3
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8.3 Calcolare la derivata prima delle seguenti funzioni:

i) flo)=HF W) flo)= e

z2+1 1+cosx
Soluzione:
iii) Si ha
2,1 42
) — am(@®+ 1) —20(l+y/z) THIDAT
x) = (22 1 1)2 T (@212
=32 —daya + 1
o 2y/m(x? 4+ 1)2
iv) Si ha:
Flz) = cosz(1l + cosx) + senz(1 + senx) _ cosT + cos? z + sen x + sen 2z
N (1+ cosx)? N (1+ cosx)?
_ cosx +senx + 1
~ (1+cosz)?
O

8.5 Calcolare la derivata prima delle seguenti funzioni:

i) fla) = GRGE
v) f(z) =sen zeselrs vi) f(x) = H”;%
Soluzione:
i) Si ha:
(1B @820+ V)
) = (x+1)8
B (1+ L) @+ 1) - 30+ va)?
N (z+ 1)
Cayr+ T +ao+1-3Vz(l+2yz+ )
B Va(z + 1)1
ar4+r+r+1-3yx -6z -3z
a Va(z + 1)1
1-5z—2yz(l+x)
o Wa(z+t
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v) Si ha:
cos

1 1
f'(x) = cosweSelz + sen zeSelz (— 5
sen 2z

. . . . 1
vi) La derivata del denominatore é: —m—lze.r. Si ha:

1 1 1 1
1 1 1 1 1
l+ez + Sxer x4 zew + e

f(x)

1\ 2 o 1\2 "~
(1—1—65) a:(l—l—ei)

8.6 Calcolare la derivata prima delle seguenti funzioni:
) fla) = ot
Soluzione:

i) Da f(z) = SR zlos® g ha:

1
f(x) = 2507 (cosxlog:v + ;senx)

senz—1 (

= xcosxlogx +senx).

8.7 Calcolare la derivata prima delle seguenti funzioni:

i) f(z) = ‘xQ —z— 2‘ + || iv) f(z)=log 22;21‘
Soluzione:
iii) Per la definizione di modulo, si ha:
2 — 2z —2, se < —1
—22 42, se —l<ax<0
—r°+2r+2, se 0<z<?2
% — 2, se x>2
e quindi
20 — 2, se r < —1
, -2z, se —1l<ax<0
fi(z) =

—2r+2, se 0<z<?2
2x, se x> 2
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8.11

8.23

z2—1

iv) Consideriamo la derivata di g(x) = Z. Si ha:
() = 20(x +2)— (2 —1) 2 +4x+1
g = ( +2)2 CEDE
La derivata richiesta e data da:
2 4o+l
P Ao = ek e
g 2L @@ -1

O

Scrivere 1'equazione della retta tangente al grafico di f(x) = =2 nel punto di
ascissa xg = 0.

Soluzione: Per scrivere I'equazione della retta tangente al grafico di f(x) nel
punto considerato, dobbiamo calcolare:

- [0 =1
— f'(x) = —2¢7%% e dunque f'(0) = —2.

L’equazione della retta cercata e: y = —2z + 1. O

Determinare, se esistono, i valori dei parametri a,b € R per cui la funzione

ar+b, se x<0
-

(l)x, se x>0

€
sia continua e derivabile in R.

Soluzione: La funzione data ¢ continua e derivabile in (—o0,0) U (0, +00) per
qualsiasi valore di a,b € R. Perche sia continua in x = 0 imponiamo la
condizione:

lim (az +b) = lim <1>

z—0~ z—0t \ €

soddisfatta per b = 1. Calcoliamo ora la derivata prima della funzione f:
f/( ) a, se <0
€Tr) =
— (%)x , se x>0

Affinche f sia derivabile in x = 0 imponiamo la condizione:

1 xX
lim a = lim — (—)
z—0~ x—0T e
soddisfatta per a = —1.

Si conclude che per a = —1 e b = 1 la funzione data & continua e derivabile su
tutto R. (]
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8.27 Determinare, se esistono, i valori dei parametri a,b € R per cui la funzione

fa) ar’ +b, se x<0
€Tr) =
cos, se x>0

sia continua e derivabile in R.

Soluzione: La funzione data & continua e derivabile in (—o0,0) U (0, +00) per
qualsiasi valore di a,b € R. Perche sia continua in x = 0 imponiamo la
condizione:

lim (az? +b) = lim cosx
z—0~ z—0t

soddisfatta per b = 1. Calcoliamo ora la derivata prima della funzione f:

2ax, se ¢ <0

—senz, se x>0
Affinche f sia derivabile in = 0, imponiamo la condizione:

lim 2az = lim (—senz)
z—0— r—01

soddisfatta per ogni a € R.
Si conclude che la funzione data e continua e derivabile su R per b =1 e per
ogni a € R. O

8.29 Calcolare ’elasticita delle seguenti funzioni, nei punti a fianco indicati:

) flz) =3/ (x4 x)? r=1
ii) f(z) = +loga® r=1
iii) f(r) = ze?* ! r=1

Soluzione:

i) La derivata prima della funzione composta f(x), in un generico punto z,
e:

rooN 22x 4+ 1)
T = svme
Nel punto z = 1, si ha: f(1) = Vde f/(1) = 3%/5, da cui: E[f(1)] =
7 = L
i) Si ha:
flx) =14 =; fyy=1 e F(1) =4
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iii) Si ha:
f(@) = > 4 2pe* ! f <%> = % e f! <%> =2

dacui E [f (3)] =2.

9. Le derivate vengono usate per...

9.2

9.4

9.5

Stabilire se la funzione f(x) = e~%* soddisfa le ipotesi del teorema di Rolle
nell’intervallo [—2,2]. Calcolare poi un punto ¢ che soddisfa 1'uguaglianza

contenuta nella tesi del teorema.

Soluzione: La funzione data € continua in [—2,2], derivabile in (—2,2) e
f(=2) = f(2) = e *. Leipotesi del teorema di Rolle sono soddisfatte e dunque

esiste almeno un punto ¢ € (—2,2) tale che f'(c) = —2ce~" =0, ovvero ¢ = 0.

O

Stabilire se la funzione f(z) = log(1 + 2?) soddisfa le ipotesi del teorema di
Lagrange nell’intervallo [—2,2]. In caso affermativo, determinare il punto ¢
tale che f'(c) = 710(3):]0(2_2).

Soluzione: La funzione data ¢ continua in [—2,2] e derivabile in (—2,2). Le

ipotesi del teorema di Lagrange sono soddisfatte e dunque esiste un punto
€ (—2,2) tale che

~2¢ logb—logh

Cl4e2 4 N

Il punto cercato & ¢ = 0. O

f'(e) 0

Calcolare i seguenti limiti, applicando il teorema di De I’'Hopital:

2sen z24+3—3cosz
2

: : sen 3z
= iv)  limg .o 3

1> hmz_’o 0s z—SEN x

1
T

v)  limg_o(cosx) vi)  limg_.o(3 — az)ﬁ

Soluzione:

i) Il limite presenta la forma di indecisione 0/0. Applicando il teorema di
De I’Hopital, si ha:

2sen 22 + 3 — 3cosx . 4z cosx? + 3senx 0
lim = lim = -
7—0 72 z—0 2x 0
. 4dcosz?® — 8x%senx? + 3cosx 7
= lim = -
x—0 2 2
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iv) Il limite presenta la forma di indecisione 0/0. Applicando il teorema di
De L’Hépital, si ha:

sen 3z . 3sen 2z cos

lim ——— = lim
z—0 T CoST —senx  x—0 COST — TSEN T — COS T

3sen x cos x 0

= lim ——— = =
z—0 —X 0
2.0 o 2
— lim 3(cos® z —sen“x) __3
z—0 —1

v) Il limite da calcolare presenta la forma di indecisione 1°° ed ¢ equivalente
a: lim, g ez logcose Applicando il teorema di De I’'Hopital:

Sen x
Cos - sen xr

lim = lim —=%£ = Jlim — =
z—0 X z—0 z—0 COSXx

log cos x

da cui il limite cercato & " = 1.
vi) Il limite presenta la forma di indecisione 1*° ed ¢ equivalente a:
log(3—=x)

lime 2-=
aj—>2

Applicando il teorema di De I’'Hopital:

1
log(3 — —5 1
hmwzhmﬂ:hmizl
z—2 2—= z—2 —1 a—2 (3 —x)

Si conclude che lim,_,2(3 — ac)ﬁ =e.

O

9.6 Scrivere lo sviluppo in formula di Taylor, arrestato al terzo ordine, con punto
iniziale x = 2, di f(x) = 5% + 7z — 2.
Soluzione: La funzione data ¢ un polinomio di secondo grado. Dunque, le

derivate di ordine successivo al secondo sono tutte nulle. Segue che Ps(x;2) =
32+ 27(x — 2) + 5(z — 2)2. 0

9.10 Calcolare i seguenti limiti:

sen 3x
sen 4x

cos?z—1

i) limg_o o

i) limg_.o
Soluzione:

ii) Il limite presenta la forma di indecisione 0/0. Sviluppando la funzione
sen 3z e la funzione sen 4x, si ha:

. sen3dx . 3x+0(3x)
lim =lim ———=
a—0sendr  z—04x + o(4x)

3
4
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iii) II limite presenta la forma di indecisione 0/0. Sviluppando la funzione

cos® z, si ha:

9.11 Calcolare i seguenti limiti:

i) limg .y {e% — log (1 + %) - 1]

iii) lim, . <82

Soluzione:

i) Il limite presenta la forma di indecisione oo - 0. Sviluppando le funzioni
ex e log (1 + %) si ha:

. 1 1

lim x [ez — log <1 + —> — 1}
r——400 €T

li 1+ L + ! + ! ! ! + L 1

= lim =z -+ —4o|l—=|-|-—=—=+0[ = -

=400 x 272 2 x 222 x2

1 1

= lim z|—=+o0|l— ]| =0

T—+00 :L'Q xz

iii) Poniamo ¢ = x — 7 e osserviamo che per z — 7, si ha t — 0:

. tgax . tg(t+m) . tgt
lim = lim = lim ——
z—=mx —m  t—0 t t—0 t
t 1
= lim sent ot 1

9.12 Calcolare i seguenti limiti:

S5xzsen (7Tx)+cos(2z)—1
22

v)  limg g vi)  lim, o SERyIt2e

v log(1++/z)

Soluzione:
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v) Il limite presenta la forma di indecisione 0/0. Sviluppando sen (7z) e
cos(2x), si ha:

lim Sxsen (7x) 4 cos(2x) — 1

x—0 2

52(Tx + o(z)) + (1 — 222 + o(2?)) — 1
2

= lim
x—0 T

. 3522 +1—22% — 1+ o(2?)
= lim 5
x—0 €T

vi) 11 limite presenta la forma di indecisione 0/0. Sviluppando /1 + 2z e
log(1 4+ /), si ha:
. 1+2z —vT+2z _ i 142z — (1 +2z)2
a—=0 /rlog(l++/x) 20z (V& —%+o(x))
142z — (1424 o(x))

— ]
b x + o(x)
i B0

x—0 x + o(x)

9.14 Calcolare i seguenti limiti:

2g37 vi)  limg oo 2® (Sen% — l)

) limg oo =

Soluzione:

i) Il limite presenta la forma di indecisione 0 - co. Ricordando il limite
notevole lim, ., ze® = 0, si ha:

lim 2%e* = lim (ze*)?-e” =0
T——0Q Tr——00

vi) II limite presenta la forma di indecisione 0 - co. Sviluppando la funzione
sen %, si ha:

lim z° senl—l = lim 2° E—L-Fo i _l __1
=400 r x) a—+oo x 623 a3 x) 6

9.15 Calcolare i seguenti limiti:

Sen x

logge™™"
. . 2 3
1) hmx_>0 x M)

V) limg o (2525

Soluzione:
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i) 11 limite presenta la forma di indecisione 0°. Si ha:

log FSen sen zlog z

. x .
lim e =lime
z—0 x—0

dove lim, g sen x log z = lim,_,o(z+o0(x))logz = 0. Dunque, si conclude
che il limite cercato ¢ ¢ =1

iv) Il limite presenta la forma di indecione 1*° ed ¢ equivalente a:

w2+2w+5

—x
610g3 e " log o241

lim
T——00

Utilizzando le proprieta dei logaritmi e lo sviluppo della funzione logarit-

mo, si ha:
4+ 2x e 442z
1 -, [ — 1 - .
xgr—noo logge™™ - log <1 + x2 + 1) :L‘EIEIOO log3 22+1
_ —2x2 2
= lim = —
z——o0 12 log 3 log 3
logge™® __2
Si conclude che limg,_,_ oo (z2;—22f1+ 5) : = ¢ log3

O

9.17 Determinare i valori di @ € R per cui limg_, 400 ¢ (% — sen %) esiste finito e

9.21

non nullo.

Soluzione: Sviluppando sen% si ha:

(1 1 (111 1
Iim 2°(—-——-sen— )= lim 2°(—-——-—4+—% 40| —
=400 T z T—+00 x x 623 x3

1 1
— 3 a _— ) _— : - .a—3
= 2:hrJ]rn T (6:63) zhrJP 63;

Segue che per a = 3 il limite esiste finito ed & pari a é O
Determinare gli eventuali massimi e minimi della funzione f(z) = 2%+ 2% —

122 + 1 nell'intervallo [0, 2].

Soluzione: La funzione ¢ derivabile ovunque e la ricerca dei suoi estremanti va
condotta prendendo in considerazione i valori assunti agli estremi dell’intervallo
in questione e i punti che annullano la derivata prima.

Nell’intervallo in questione, la derivata prima f’(z) = 322 + 92 — 12 = 3(z —
1)(z+4) si annulla in x = 1, & positiva in (1, 2) mentre ¢ negativa in (0,1). La
funzione ¢ dunque crescente nell’intervallo (1,2) mentre decresce nell’intervallo
(0,1) e in particolare assume i valori:

9 11
F0)=1 f(2)=8+18—24+1=3 J)=1+g5-1241=——
Si deduce che x = 0 & punto di massimo relativo, x = 2 ¢ di massimo assoluto
mentre x = 1 ¢ di minimo assoluto. ([
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9.25

9.27

9.29

Determinare gli intervalli di crescita e decrescita della funzione:

2
x4+ 3z +5
Soluzione: La funzione & definita Vo € R, x # +4. Calcoliamo la derivata
prima:

;o (224 3)(2? — 16) — 2z(2? 4 3z + 5)
)= (22 — 16)2

=3z — 42z — 48
(22— 16)2

Il segno della derivata prima dipende da quello del numeratore:
372 422 - 48>0 <= 2’ +1dr+16<0

Siha: A=49-16=33>0ex12 =7+ v/33. La derivata prima si annulla
in x = 7+ /33; dallo studio del segno di f’ segue che la funzione & crescente
nell’intervallo (=7 — v/33, =7 + v/33), per  # —4 mentre & decrescente per
x < —7—+/33eperz>—74+ 33 con z # 4. O

Determinare gli intervalli di crescita e decrescita della funzione:

22 + 10z + 9, se z <0
fz) =
3logs(x +27), se x>0

Soluzione: Per x > 0 la funzione ¢ crescente (poicheé composta tramite funzioni
crescenti). Per z < 0, la derivata prima &: f'(x) = 22 + 10 ed ¢ positiva per
x > —5. Osserviamo che f(0) = 9 e lim,_,o- 22+ 10z +9 = 9. Dallo studio del
segno di f’ segue che la funzione & crescente nell’intervallo (—5,+00) mentre
decresce nell’intervallo (—oo, —5). ]

Determinare per quali valori del parametro reale a la funzione f(z) = ax®+ 3z
risulta crescente su tutto il dominio.

Soluzione: Calcoliamo la derivata prima: f'(z) = 3az? 4+ 3 e cerchiamo per
quali valori di a € R ¢ soddisfatta la disuguaglianza:

3az’ +3>0, Yz €R

Se a > 0 la derivata prima & sempre positiva e dunque la funzione & sempre
crescente mentre se a < 0 la derivata prima ¢ in parte positiva, in parte
negativa. Si conclude che la richiesta ¢ soddisfatta per a € [0, +00). ]
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9.32 Studiare 'andamento delle seguenti funzioni:

i) fle) = S5

Soluzione:

ii) La funzione & definita Vo € R, x # —2.
Il grafico di f interseca gli assi cartesiani solo nell’origine.
Studiamo il segno della funzione:

2
=+ 3z >0
r+2 =
Il numeratore z(z +3) > 0 <= 2 < —3 ez > 0. Il denominatore

r+2 >0 <= x> —2. Riepilogando i segni di numeratore e
denominatore su uno stesso grafico:

si conclude che la funzione e positiva nell’intervallo (=3, —2) e per z > 0.
I punti z = —3 e x = 0 sono le intersezioni con I’asse delle ascisse.
Poiche risulta:

2
x°+ 3z
im —— =+
z—Foo x4+ 2
2
. x° + 3w
lim — =+
r——2F T+ 2
possiamo concludere che la retta x = —2 ¢ asintoto verticale e la funzio-

ne non ammette asintoti orizzontali. Per la ricerca di eventuali asintoti
obliqui consideriamo i seguenti limiti:

z2 + 3z

im — =1
a—too x(x + 2)

T+ 2 x—+00 x + 2

1m
r—+00

. 2+ 3z . 224+ 3x— 22— 2
1 ———— x| = lim

lim =
z—too x + 2

y = x + 1 & dunque I'’equazione dell’asintoto obliquo.
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Calcoliamo la derivata prima:

() = 2z +3)(z +2) — 2? — 3z
(x +2)2
_2:1:2+4:1:+3x+6—3:2—33:
- (x +2)2
2+ 4z +6
(v +2)

La funzione e sempre crescente e non ci sono estremanti.
Calcoliamo la derivata seconda:

() = (22 + 4)(z + 2)% — 2(x + 2) (2% + 4z + 6)
(x +2)*
4
(z +2)°

La derivata seconda non si annulla mai; dallo studio del segno di f”
segue che la funzione f ¢ convessa per x < —2 e concava per x > —2 (non
esistono punti di flesso).

Un grafico qualitativo della funzione é:

9.33 Studiare 'andamento delle seguenti funzioni:

i) f(z) =2 — Va2 -2z

Soluzione:
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i) La funzione & definita per x < 0e x > 2.
Il suo grafico interseca gli assi cartesiani solo nell’origine.
Studiamo il segno della funzione:

T—Vr2-22>0 <= Va2-2z<z

Per x < 0 la disequazione non ¢ mai soddisfatta mentre per x > 0 &
equivalente a 22 -2 <2? < —2r<0 <= x>0.Siconclude
che la funzione & positiva per x > 2 e negativa per x < 0.

Per  — 400 risulta:

2
—Vz —2:L‘—l‘—“l‘2 1—— =x—=x 1——)

—x—x(1—§ ; <5)> a4+ 140(l)=1+0(1)

Per £ — —oo risulta:

2 2\ 2
Va2 -2z=x—[2?|1—=)|=z+4+zx(l-—
T T

—ata(1-2 200 (1)) =20 4 o)
< 2 <:r>>

Possiamo concludere che la retta y = 1 ¢ asintoto orizzontale per x — 400
e che y = 2z — 1 ¢ 'equazione dell’asintoto obliquo per z — —oo.
Calcoliamo la derivata prima:

1 r—1
Jz) 2\/m2—2m( ) 2 — 2

La derivata prima e positiva quando

r—1

———— <1 <= z-1<vVa?-22
2 — 2x

Le soluzioni della disequazione sono date dall’unione delle soluzioni dei

due sistemi:
r—1<0 U r—1>0
Va (r—1)2<2?-22

r <1 U r>1
Y 24+1-2r<z2-2

Dallo studio del segno di f’ segue che la funzione ¢ crescente per x < 0
mentre decresce per x > 2. Il punto x = 0 & di massimo relativo mentre
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x = 2 e di massimo assoluto.

Confrontando 'insieme di definizione di f con quello di f’, vediamo che la
derivata prima non ¢ definitainx = 0 ein x = 2. Dalim,_ - f'(z) = +o0
segue che nel punto z = 0, il grafico ha tangente (sinistra) verticale.

Risulta anche lim,_ o+ f'(z) = —oc.
Calcoliamo la derivata seconda:
2 _ . 2x—2
pray = TV sy !

2 — 2 (22 — 2x)Va? — 2x

Dallo studio del segno di f”, deduciamo che f & convessa su tutto il suo
dominio.
Un grafico qualitativo della funzione ¢ il seguente:

9.34 Studiare 'andamento delle seguenti funzioni:

1+2x+w2

i) f(z) = log(x? — 4z + 3) iv) f(x)=e 22

Soluzione:

i) Per determinare il campo di esistenza ¢ necessario imporre la condizione
22 — 42 + 3 > 0. Segue che la funzione & definita in (—oo,1) U (3, +o0).
La funzione interseca l’asse delle ordinate nel punto (0,log3).

Studiamo il segno della funzione:

log(z? —4x+3) >0 < 2?42 +3>1
= 22 —4x+2>0
La funzione & positiva in (—00,2 — v/2) U (2 + v/2, +00).

Poiche risulta:
lim log(z? — 4z 4 3) = 400

r—F00
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lim log(z? — 4z + 3) = —o0

r—1—

lim log(z? — 4z + 3) = —00

x—3+
possiamo concludere che le rette x = 1 e x = 3 sono asintoti verticali.
Non ci sono asintoti orizzontali e neppure asintoti obliqui (come ¢ facile
verificare).

Calcoliamo la derivata prima:
2¢ — 4
() —

Dallo studio del segno di f segue che la funzione ¢ crescente nell’intervallo
(3, +00) mentre decresce per < 1. Non esistono estremanti.
Calcoliamo la derivata seconda:

" _ _2(x2 — 4o + 5)
fi@) = (22 — 4x + 3)2

Il segno dipende dipende da 22 — 42 4+ 5 > 0. Segue che la funzione ¢
concava su tutto il suo dominio. Un grafico qualitativo della funzione &
il seguente:

\

iv) La funzione ¢ definita Vz € R, = # 0.
Poiche risulta:
1+21+a:2 1+2z+z2

lim e 22 =e¢e; lim e 2 =400
r—=+00 x—0F

possiamo concludere che la retta y = e ¢ asintoto orizzontale, la retta
x = 0 ¢ asintoto verticale.
Calcoliamo la derivata prima:

/ 14+2z+a? 2 2 1+2z+22 [ —2x — 2
flx)=e 2 <_F_? =e 2 3
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La funzione & crescente per —1 < x < 0 mentre decresce per x < —1 e
per x > 0. Il punto x = —1 ¢ di minimo assoluto (con f(—1) =1).
Calcoliamo la derivata seconda:

% 2 2 2+ % 6 n 4
e x —_——s — —5 (& x —_ —
x3 x? xd s

1+2m+:c2 4 4 8 6 4
+ S+ =+5+
x

6t xt  as

142040 [2$3 + 522 + 4z + 2]
=2e 22 @
T
Il segno della derivata seconda dipende da 23 + 522 + 4z + 2. Come si

vede dal grafico di y = 222 e della parabola di equazione y = —5x> —4x—2
(linea rossa):

le due curve si incontrano in un solo punto di ascissa o con —2 < a < —1.
Dallo studio del segno di f”, deduciamo che f ¢ convessa per > « mentre
e concava nell’intervallo (—oo, «); il punto x = « & di flesso.

Un grafico qualitativo della funzione é:
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9.35 Studiare 'andamento delle seguenti funzioni:

) fe) = Y@ D@ v f(e) =log (1-

Soluzione:

x

z—1

)

i) La funzione ¢ definita Vo € R. Il suo grafico incontra ’asse delle ordinate
nel punto (0, —%)
Studiamo il segno:

(@2 =1De @ >0 «—= 22-1>0

concludiamo che la funzione interseca ’asse delle ascisse nei punti x = +1,
¢ positiva per x < —1 e per > 1 mentre ¢ negativa nell'intervallo (—1,1).
Poiche risulta:

/@ =1)

lim /(22— De @) = lim Y22 2 — o
T—+00 T——+00 er+1

lim /(22— 1)e @D = 400
Tr——00
possiamo concludere che la retta y = 0 € asintoto orizzontale per x — +o00
e non ci sono asintoti verticali (e neanche obliqui).
Calcoliamo la derivata prima:
2x _ 1
f/(.%') =— = ¢ (z+1) (x2 - 1)36 (z+1)

3(x2—1)3

2
_3117 — 2117 — 367(x+1)

3(x? — 1)§

La derivata prima si annulla in x = 1i‘/ﬁ; dallo studio del segno di f’

3
segue che la funzione & crescente nell’intervallo (PT V10 HT Vlo)

1-+/10

decresce altrove. Il punto z = =5~ ¢ di minimo relativo mentre z =

H'T‘/E ¢ di massimo relativo. Confrontando l'insieme di definizione di f
con quello di f’, vediamo che la derivata prima non ¢ definita in x = £1.
Poiche risulta:

mentre

lim f/(x) = —oc; lim1 f(z) = +o0

r——1

concludiamo che nei punti di ascissa = =+1 il grafico della funzione
presenta dei punti a tangente verticale.
Un grafico qualitativo della funzione ¢ il seguente:
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v) La funzione ¢ definita per:

1
1- >0 <= |z|<jz—1] <= z<<
z—1 2
La funzione non € mai positiva, poiche ¢ 1 — )ﬁ) < 1 per ogni punto del

dominio e il suo grafico interseca gli assi cartesiani solo nell’origine.
Osserviamo che:

" log <_x—£1)’ se <0
=5 -
L= log<2f__11>, se O<w<%

Poiche risulta:

. 1 . 2 — 1
lim log| —— ) = —o0; lim log = —00
T——00 z—1 1- r—1

T35

possiamo concludere che la retta « = % ¢ asintoto verticale (destro) e non

ci sono asintoti orizzontali (e neppure obliqui).
Calcoliamo la derivata prima:

—ﬁ, se <0
f/(:E) = -1

1
@=DE=1: ¢ 0<z<g3

Dallo studio del segno di f’ segue che la funzione ¢ crescente per x < 0
mentre decresce nell’intervallo (0, %) Confrontando l'insieme di defini-
zione di f con quello di f’, vediamo che la derivata prima non ¢ definita
in x = 0. Poiche risulta:

-1 . 1

I =1, lim —
oo (22 — 1)(z — 1) [ e —
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si deduce che la funzione presenta in x = 0 un punto angoloso. z = 0 ¢
anche il punto di massimo assoluto della funzione.
Calcoliamo la derivata seconda:

1

" (z—1)2> se v <0
f (33) - 4x—3 1
@z—1)2@-12> € 0<z <3y

Dallo studio del segno di f” si deduce che la funzione ¢ convessa nell’in-
tervallo (—oo,0) mentre & concava in (0, 3).
Un grafico qualitativo della funzione é:

9.36 Studiare 'andamento delle seguenti funzioni:

f(z) = 23 +loga®
flx)=1— |z — 2|+ log(x+1) vil)  f(z) =x+2 —zlog|z|

Soluzione:

i) La funzione data ¢ definita per z > 0.

Studiamo il suo segno:

3

23 +logad >0 <« loga® > -3 «— 3logax > —a

e dal confronto grafico:
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si deduce che la funzione ¢ positiva nell’intervallo (o, +00) con 0 < o < 1
mentre & negativa in (0, «).
Poiche risulta:

. 3 3y _ ) : 3 3y _
xgglm(x —i—logx)——i-oo, xlg(r)h(:z: —Hogaz)— o0

possiamo concludere che la retta x = 0 e asintoto verticale mentre non
esistono asintoti orizzontali (e neanche obliqui).
Calcoliamo la derivata prima:

f() =322+ 2

T

Dallo studio del segno di f’ segue che la funzione ¢ sempre crescente e
non ha estremanti.
Calcoliamo la derivata seconda:

3 623 — 3
" —6r— > —
f (.%') €z 72 )
Dallo studio del segno di f”, deduciamo che f & convessa per x > % e
concava nell’intervallo (0, %) Il punto x = 3%/5 e di flesso.

Un grafico qualitativo della funzione & il seguente:
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10. Si torna indietro
10.2 Calcolare i seguenti integrali indefiniti:

.. 4 1
ii) fimgfgzﬂldm iii) fl,logxdx

Soluzione:

ii) E’ un integrale quasi immediato:

/ x+4 d 1/ 2(z+4) d 1/ 2z +8 d
_— xr = — _—_—_— €r = — _— €T
22+ 8x + 11 2 ) 22+8x+11 2 ) 22+8x+11
1
:510g|x2+8x+11‘+c.

iii) E’ un integrale quasi immediato:

1 1
/ dx:/ L dz =logl|logz| + c.
xlogx log

10.3 Calcolare i seguenti integrali indefiniti:

v) [VBr+ldz vil) [ Z—da
. .. e3T
xi) [ 7212—112%}-18 dz xii) [ Toro dz

Soluzione:
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v) E’ un integrale quasi immediato:

1 2 2
/\/3x+1 d:r:§ (33:+1)3-§+c:§ (Bx +1)% +c.

vii) E’ un integrale quasi immediato:

. 1 .
do = xz(x3+2)_%dx: 5/3m2(x5+2)_§da:

22
/ Vad +2

1vVa3 +2 2
=§$+c:§ 3424 c

2

xi) E’ un integrale quasi immediato:

1 1 1 1
- dz= —  dz==—_4
/23:2—1250—1—18 v /2(x2—6x+9) v 2/(x—3)2 ’
1 By 1
—5/(.%'—3) dl’——m—FC.

xii) E’ un integrale quasi immediato:

e 1 1 1
————dz= [ &2+ 2dr =2 [ 332+ 2da
V2 + e / 3

2
=-V2+ed e
3 e C

10.4 Calcolare i seguenti integrali indefiniti:
i) [ oigde i) [ oigda
Soluzione:
iii) Si ha:
27 27
———dax= | —————duz.
/x2+x—20 N /(1:—1—5)(3:—4) v
Cerchiamo A, B € R tali che
A B 27

x+5+x—4_ (x+5)(x—4)

ovvero A(x —4) + B(x +5) = 27 per ogni x € R, da cui si origina il
sistema:

A+B=0
—4A+5B =27
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soddisfatto per A = —3 e B = 3. Riscriviamo l'integrale come:

27 1 1
=~ drx=- d
e e e e ey et
= —3log|z + 5| +3log|x — 4|+ ¢

= 3log

r—4 n

— | +e

r+95

iv) Poiche 22 — 9 = (z — 3)(x + 3), cerchiamo A, B € R tali che:
A B 1

x+3+x—3— (z+3)(x—3)

ovvero A(z — 3) + B(z +3) = 1 per ogni z € R. I parametri cercati sono
soluzione del sistema:

A+B=0
—3A+4+3B=1

soddisfatto per A = —% e B= %. Si ha:

1 17 1 101
L P dz+ - d
/a:2—9 v 6/:z+3 x+6/a:—3 v

1 1
:—élog\x—l—?)]—i—glog]x—iﬂ—i—c

x_
el

—11
=—lo
g:c+3

6

10.5 Calcolare i seguenti integrali indefiniti:

: 14
) [ s de

Soluzione:

i) Risolviamo l'equazione di terzo grado h(z) = x3 — 13z — 12 = 0 ap-
plicando il teorema di Ruffini. I divisori del termine noto sono N =
{+1,+2,+3, +4, +6, +£12}. In particolare, si ha h(—1) = h(—3) = h(4) =
0. Segue che:

14 14
/m3—13x—12dx:/(x—4)(m+1)(x+3)d$'

Cerchiamo A, B,C € R tali che:

A, B, C _ 14
r—4 z+1 243 (z—4)(z+1)(z+3)
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equivalente a:

Alx+1)(z+3)+Bx—4)(z+3)+Cxz —4)(z+1) =14 =
A(z® + 42+ 3) + B(z® — 2 — 12) + C(2* — 3x — 4) = 14 per ogni = € R,

che conduce al sistema:

A+B+C=0
4A-B-3C=0
3A—-12B—-4C =14

soddisfatto per A = %, B = 7 C =1. Si ha:

14 2 1 7 1 1
dae =< da — - d d
/(m—4)(m+1)(:v—|—3) ’ 5/x—4 . 5/£E+1 $+/x+3 *

2 7
:glog|x—4|—glog]m+1\—|—log|1:+3|+c.

O

10.6 Calcolare i seguenti integrali indefiniti:

: x+2
1) 32— x—i—?

Soluzione:

i) Poiche la parabola di equazione y = 322 — 2 + 7 non ammette radici reali,
dobbiamo applicare la formula d’integrazione riportata a pagina 263 con
i parametri:

Segue che:
et
zélog(BxQ—er?) \/1824% 9)<$%>+C
= élog(3x2 —x+7)+ 3\1/38_3 arctgﬁ\/% <x - %) +c
= %log(3m2 —x+7)+ 3\1/38_3 arctg \/% (6x —1)+c.
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10.7 Calcolare i seguenti integrali indefiniti:

: 8x+1 : 212
1) f 443 dz IV) 14722 dz
Soluzione:

i) Grazie alla divisione tra polinomi, si ha:

8z +1 ) 5
= — =2z — — 4z + 3| +c.
/ de /(2 3) dz =2z log [4z + 3| + ¢

iv) Operando la divisione tra polinomi si ha:

2122 3 1
= _dx= 3——— )dae=3x-3 [ ———d
/1—1—7302 . /( 1+7m2> S /1—1—(\/73:)2 !

=3z — iaurctg (V7z) +c.

VT

10.9 Calcolare i seguenti integrali indefiniti:

v) [avr+4dz viii)  [sen?zdx

Soluzione:

v) Integrando per parti si ha:

/xmdngx\/M—g/\/mdx
=2t - [@raida
zgxm—§-§M+c
o SV CEC/ ea

viii) Integrando per parti si ha:
/sen%dx = /senx -senxdx = —senx cosx + /COSzl‘dl’
= —senzcos T + /(1 —sen’?z)dx

= —Senrcosx + xr — /SGDQI'dZU

Segue che
2/sen2xdx = —senzxrcosx+x+c

Infine: [sen?zdz = —isenzcosz + fx +c
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10.11 Calcolare i seguenti integrali indefiniti:

) 2w .
i) f e;f’f dz vi) fix\/l—llo?dx

Soluzione:

i) Procediamo per sostituzione, ponendo e = t, da cui e*dx = dt:
2x x
t
/e + 3e dx—/(e+3 /+3dt
et +1 e? +1 t+1

2 1
= 1+—— | dt= [ dt+2 | —dt
i) ae=fave [

=t+2loglt+ 1| +c=e" 4 2log(e” +1) +c.

vi) Poniamo logz = t, da cui %da: = dt. Per sostituzione si ha:

1 1
dx:/dt:arcsent+c
/x\/l—long V1—t?

= arcsen (log z) + c.

O
10.13 Calcolare i seguenti integrali indefiniti:
. 422 2
iv) [ \/1i7 dz v) Sen o toosz AL
Soluzione:
iv) Si ha:
/ 4a? d / 4 ded 3
————dor= | ———dx = - arcsenz C.
V1—zb V1= (23)2 3
v) Si ha:
/ 2cosx da /cosx+senm+cosxsenxd
- - T
sen T + cosx sen T + cosx
/ da +/COS$_SendeC
Sen T + cosx
= x + log [senz + cos z| + c.
O

10.14 Calcolare la primitiva della funzione f(x) = s,/i”—i? passante per il punto P =
(0,2).
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Soluzione: Calcoliamo l'integrale indefinito della funzione:
/idx—/ﬁ(l—x?’)%dx— _L (1—-23)?+c¢
S1—a28 -2 .

Adesso imponiamo il passaggio per il punto P = (0,2):

1 )
La primitiva cercata & F(z) = —3 /(1 — 23)2 + 2. O

10.23 Calcolare f(2) sapendo che f'(z) = iﬁii, Ve € R, e f(0) = log4.

Soluzione: Calcoliamo l'integrale indefinito:

2r +4 2z 4
= " dax= | == d —d
/x2+4 v /x2+4 x+/x2+4 o
= log(x* +4) + 2 arctg <g> +c
Imponendo la condizione f(0) = log4, si ricava ¢ = 0. Infine, da f(z) =

log(z? +4) + 2 arctg £, si conclude f(2) =log8+ 2 arctgl =3log2+ 5. O

11. L’integrale definito
11.1 Calcolare i seguenti integrali definiti:
i) f_ll(x5 —z)dz i) [ia?log(2x)da
2
Soluzione:

i) Una anti-derivata di f(z) = 2° —z & y = $2% — 322, Abbiamo allora:

1
1 1 1 1
/ (2° —x)dx = <—x6 - —1‘2> - (—m6 - —x2>
1 6 2 o1 6 2 1

ii) Calcoliamo l'integrale indefinito [ 2%log(2z)dx per parti:

1 1 1
/w2 log(2z)dz = gm?’ log(2x) — 3 / o 3 dx

1 1
= gx?’ log(2z) — g% +c

Abbiamo allora:

! 1 1 1 1.
/ 2*log(2z)dz = | =2®log(2z) — =2® — ( s231og(2z) — =23
1 3 0" ), \3 9" ) s

2
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11.4 Calcolare l'integrale definito ff’g f(z)dx essendo:

8

243, se x>0

f(x):{ x—il, se x < 0.

Soluzione:

/if(x)dx—/Zﬁdx—&-/og(xz—i—i%)dx

1 1
= (loglz —1|),_o — (log|z —1]),__5 + <—x3 + Sx) - (—a:3 + 33:)
3 =3 3 =0
= —log4+ 18
]

11.9 Calcolare I'area della parte di piano individuata dall’asse x e dalle seguenti
curve (negli intervalli a fianco indicati):

i) y=|2z— 27 in [0, 3]

i) Y=t in [2,4]

Soluzione:

i) L’area richiesta ¢ data dal valore di:

3 2 3
/ |2x—x2’dx:/ (2x—x2)dx+/ (2% —2x)da
0 0 2
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ii) Per il calcolo dell’integrale indefinito [ #,573 d x, consideriamo la scom-

posizione:
T —2 A B

(x+3)(x—1) _x—|—3+:n—1

da cui segue (per il calcolo di A e B), per ogni x:

Al —1)+B(z+3)=2—-2

Ponendo in particolare x = 1, otteniamo 4B = —1 da cui B = —%.
Ponendo invece x = —3, otteniamo —4A = —5 da cui A = %. Abbiamo
allora:

z—2 5 [ 1 1 [ 1
= dx== de — - d
/(x—i—?))(:c—l) v 4/:1:—3 N 4/33—1 v

5 1
zzlog|x+3|—zlog]a:—l\+c

Poiche la funzione f(z) =

4
T —2
——d
/2 212z -3 "
) 1 ) 1
= <Zlog\x+3|—zlog|x—1|>x4— (Zlog]x—l—3—zlog|zc—1|>

5
4

z—2 s e , C N
7.3 ¢ positiva in [2,4], 'area richiesta é:

r=2

1 5
1 — -1 — -1
og 7 40g3 40g5
O

11.12 Calcolare I’area della regione di piano delimitata dalla parabola di equazione
y1 = z2 — 3z e la retta di equazione y, = .

Soluzione: La parabola di equazione y; = 22— 3z e la retta di equazione 3, =
si intersecano nei punti di ascissa x =0 e x = 4.
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. 3 3
U
11.16 Scrivere la funzione integrale F(z) = [; f(t) dt essendo:
-3, se 0<z<1
flz) =14 =, se 1<z<?2
8 + 6x, se 2<gx <4,
Soluzione: La funzione integrale richiesta puo essere calcolata come segue:
fox_?’dta se 0<xz<1
F(x) = f01—3dt+f1xtdt, se 1<z<2
Sy =3dt+ [Ztdt+ [J(8+6t)dt, se 2<z <4
Segue che:
—3z, se 0<z<1
F(z) =< 1221 se 1<z<2
3:1:24—833—%, se 2<ux<4.
[l
. - . . T et
11.19 Calcolare il dominio della funzione integrale F(z) = [, ;5 dt.
Soluzione: La funzione integranda f(t) = % ¢ definita per ogni ¢t # 3 e in

11.22

La misura dell’area richiesta porta allora a calcolare:

4 4 4
/ xdx—/ (1:2—31:)d:13:/ (—2® 4 4x)dx
0 0 0

1 v=4 4 2
= (—§x3—|—2x2> :—6—+32:3—

tale insieme ¢ continua. Al dominio di F' appartengono sicuramente tutti gli
x € (—00,3) Per t — 37, la funzione integranda ¢ infinita di ordine 1 e dunque
I'integrale non esiste nemmeno in senso improprio.

Si conclude che la funzione integrale e definita in (—oo, 3). O

Calcolare i seguenti limiti:

Joysent3dt

L A Jo teatzrm 4t
i) limg i) limg o —55—"2—

2log x
Soluzione:
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i) Utilizzando il teorema di De I'Hopital e lo sviluppo di sen 23, si ha:

z 3 / 3
t°dt F
iy Jo sent*dt . F'(z) . sena
2—0 z4 z—0 43 z—0 43
P too(?) 1
o ili% 43 4

ii) Utilizzando il teorema di De L’Hépital, si ha:

O

fO log 2+t) dt log(%-i—:c)
lim —————— = lim —— = 0.
z—0 2 10g T x—0 P
11.25 Calcolare gli eventuali estremanti della funzione integrale F'(x fl log t—

5logt+ 6)dt nell’intervallo [1, +00).

Soluzione: La funzione integranda e continua nell’intervallo [1, +00); il teorema

fondamentale del calcolo integrale afferma allora che:
F'(z) =log?x — 5logz +6 >0

per z € [1,e?] e z € [e3, +00).
Si conclude che z = e? & massimo relativo, z = e
minimo relativo.

3

e x = 1 sono punti di

O

11.27 Scrivere l’equazione della retta tangente al grafico di F'(z fl (t> +3)dt nel

punto di ascissa 1.

Soluzione: 1l teorema fondamentale del calcolo integrale afferma che: F'(z)

z2 + 3. Poiche risulta:
1
F(1) = / (t* + 3)dt = 0, F'(1) =4
1

I'equazione della retta tangente cercata ¢ y = 4(x — 1) = 4x — 4

O

11.30 Scrivere in xo = 2 il polinomio di Taylor di secondo grado per la funzione

Bz fz t2+8t+7 dt.
Soluzzone. Il teorema fondamentale del calcolo integrale afferma che F'(x)
m da cui F"(z) = %. Poiche risulta:
1 4
F(2) =0, F'(2) = 77 F'(x) = ~343
il polinomio richiesto &
Py(x;2) = ! (x—2)—i(x—2)2= ! ——(22% — 17x + 26)
27 243 243
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11.34 Data la funzione f(x) = 22 + 1, calcolare il punto ¢ € [~2,2] che soddisfa
I'uguaglianza contenuta nella tesi del teorema del valor medio per il calcolo
integrale.

Soluzione: La funzione data e continua sull’intervallo [—2,2]; il teorema del
valor medio afferma allora che esiste almeno un punto ¢ € [—2, 2] tale che

2
/ (2 4+ 1)dz =4(* +1)
-2
Si ha:

2 23 =216

/(xz—i—l)d:c:(——i—:n) =—+4

-2 3 T=—2 3

Segue che % +4=4c® +4 per c = j:%, entrambi contenuti nell’intervallo

[_27 2] U

11.37 Calcolare i seguenti integrali impropri:

il 4 x 3 2 COS T
i) [y 723 dz v) [y e dz
Soluzione:

iii) La funzione integranda ¢ definita e continua nell’intervallo (3,4], ed e
illimitata per z — 3%. Per calcolare I'integrale indefinito, sostituiamo

vVr—3=te dx=2tdt:

t2
/ < dx:/ +32tdt:2/(t2+3)dt
z—3 t

2 2
:—t3+6t+c:g(\/x—3)3+6\/:v—3+c

3
Di conseguenza:
4 2 2 2
/ — T de=lim |246-2(/e=B) —6ve—3| = 2
3 vV —3 c—3+ |3 3 3

iv) La funzione integranda ¢ definita e continua nell’intervallo (0, %], ed e
illimitata per  — 0. Calcoliamo I'integrale indefinito:

CoS T 3
27 dx = 2Vsen2z +c
sen x 2

Di conseguenza:

/% CO5% dz = lLim 33sen27r 3gsen26 _3
o +Vsenx e p) 2 2 2
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11.38 Calcolare il valore dei seguenti integrali impropri:

1) e3 ;t(log z—4) dz 111) —o0 x2+835+17 daz

Soluzione:

i) La funzione integranda ¢ definita e continua nell’intervallo (0, +o0). Per
il calcolo dell’integrale indefinito, sostituiamo logz =t e %dx = dt

/mdx‘/ﬁ 1= oara

e consideriamo la scomposizione:

1 A N B
(t—2)(t+2) t—2 t+2

da cui segue (per il calcolo di A e B), per ogni ¢:
1=At+2)+B(t—2)

Ponendo in particolare t = 2, otteniamo 4A =1 da cui A = %. Ponendo
invece t = —2, otteniamo —4B =1 da cui B = —i. Abbiamo allora:

1
. qt=-1
/(t—2)(t+2) Og‘t+2 te

Segue che
+o0 1
/ / ———d=z
€3 (log x —4) CH+00 3 T log x — )
logx—2
= lim |-

c—+o0 4 loga:+2
1 logc — 1
| __1 -
c~>+oo [4 ©8 logc—|—2’ 4 0g5}

iii) La funzione integranda & definita, positiva e continua su tutto l’asse reale.
Scriviamo l'integrale generalizzato come somma di integrali generalizzati:

+00 1 0 1 +o00 1
o ST L U o S
oo T2+ 8x+17 Coo T2+ 82 + 17 o x24+8x+17

Calcoliamo l'integrale indefinito:

_ dx = xr = P E———— O Y
2 4+ 8x + 17 22+ 8x+16+1 1+ (x+4)2
=arctg(z+4)+c
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Segue che

+oo 1
——d=x
/OO 22+ 8x + 17
. 0 1 : ‘ 1
= lim ———dx+ lim ——d=x
c——o0 J, x?+8x+ 17 c—+oo Jy 2?2 4 8x + 17

o . =0 . Tr=c
= CLHPOO (arctg (x +4)),—. + CLHEOO (arctg (x +4)),—,

= lim (arctg4 —arctg(c+4))+ lim (arctg(c+ 4) — arctg4)
——00 c—+00

C

= arctg4 + T + g —arctgd =7

2
(I
11.39 Stabilire se esistono i seguenti integrali impropri:
-1 1
V) o e de
Soluzione:

v) La funzione integranda f(z) = m presenta, relativamente all’in-
tervallo [—4, —1], un punto di discontinuita in x = —1, in un intorno

(sinistro) del quale si mantiene illimitata.
Per x — —17, la funzione integranda ¢ infinita di ordine 1 e pertanto non
risulta integrabile.

O

11.40 Stabilire se esistono i seguenti integrali impropri:

+oo gz
V) 0 Tia7 dz

Soluzione:

v) La funzione integranda f(z) = =57 ¢ definita e continua in R. Poiche la
funzione integranda ¢ infinitesima di ordine 1, non risulta integrabile.

O

12. Le serie

12.1 Studiare il carattere delle seguenti serie:

: +oo 1 - +oo 2741
1) n=2 logn 11) n=0 3"+n
Soluzione:
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i) La serie ¢ a termini positivi e il termine generale ¢ infinitesimo, dunque
la condizione necessaria di convergenza e soddisfatta.
Poiche Vn € N, logn < n si ha:

1 1
> —
logn  n
e la serie minorante Z:i% % diverge (& la serie armonica), segue che anche
la serie maggiorante ;23 10;71 ¢ divergente.

ii) Scegliamo (al numeratore e al denominatore) 'infinito di ordine superiore:
il termine generale u,, = g:j:, per n — 400 si comporta come (%)n Ne
deduciamo che il termine generale della serie ¢ un infinitesimo dello stesso
ordine del termine generale di una serie geometrica convergente. La serie

e allora convergente.

O

12.2 Scrivere le somme parziali n-esime e determinare la somma delle seguenti serie:

- + 1 1 . + 1
D (i -as) 0 I e
Soluzione:
i) Si ha:
Loy oy oy, (o 1
Sp=1=— - == - — = —
"3 4 2 5 3 n—1 n-3
IR S S
B 2 n—-2 n-1
Da limy,— 400 Sn = —%, deduciamo che la serie converge e ha per somma
3
-3
ii) Il termine generale m puo essere scritto come % (% - ﬁ) Abbiamo
allora:
1 1 1 n 1 1 n 1 1 + n 1 1
=3 1 2 5 36 n n+3
U1 1 1
3 2 3 n+l n+2 n+3

Da lim;,— 400 Sn = %

89
11
18"

deduciamo che la serie converge e ha per somma

O
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12.4 Calcolare, se possibile, la somma delle seguenti serie:

+o00 2:4"—3.5"

vii) nel “sgneT

Soluzione:

vii) La serie

Xoygn_3.57 X/2.4 3.5
Z 20n—1 _Z<F_F>

n=1 n=1
+o0 1 n +o00 1 n
-3 (3) w5 )
n=0 n=0

¢ convergente, perche somma di serie geometriche di ragione rispettiva-

mente + e + (minori di 1). II valore della somma &:

8§<1)"_15*§(1>"_8< ! )5< ! )
n=0 5 n=0 4 1_% 1_%
) 4

—8-2—15-— =10
4 3

O

12.7 Stabilire per quali valori dal parametro reale k la serie Z:ﬁ% (1 — %)n converge

e calcolare poi la sua somma.

Soluzione: La serie ;:i% (1 — %)n ¢ geometrica di ragione ¢ = 1—% e converge
quando —1 < (1 — %) < 1 ovvero

2 2
1-2<1 - <0 k>0
1-2> -1 2-2>0 k<Oek>1
per k > 1. Per tali valori, la somma e:

+i.f(“%)n:l—(l;—%):g

n=0

12.9 Studiare il carattere delle seguenti serie:

. 4 3_ . +
D D 2772-5-37;;151 vi) e

Soluzione:
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i) La serie (a termini positivi) diverge poicheé non ¢ soddisfatta la condizione
necessaria di convergenza. Il termine generale non ¢ infinitesimo:

an3 —n—+5

li —_— =
n—lgloo 22 +3n—1 oo

vi) La serie diverge poiche non ¢ soddisfatta la condizione necessaria di
convergenza. Il termine generale non & infinitesimo:

. n+1
lim

n—-+400 \/ﬁ— n

=1

O
12.10 Studiare il carattere delle seguenti serie:
3n—1
i) A (53111) vi) e’ nL"
Soluzione:
i) Utilizzando il criterio della radice, si ha:
N VA VR NN N
lim = lim (=] = =—
n—-4o00 hn —1 n—+oo \ bn — 1 5) 125
deducendone che la serie converge.
vi) Utilizzando il criterio della radice, si ha:
1 1
lim {/— = lim — =0
n—+oo V N n—toon
deducendone che la serie converge.
O

12.11 Studiare il carattere delle seguenti serie:

: +oo nt : +oo nl7+1
1) n=1 n! Vl) n=1"n!
Soluzione:

i) Utilizzando il criterio del rapporto, si ha:

(n+1)* n! (n+1)* (n+1)3

(n+1)! n*  nin+1) n4

(n+1)3
n4

Abbiamo allora che lim,,_, 1 = 0 e quindi la serie converge.
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vi) Utilizzando il criterio del rapporto, si ha:

m+1D)Y7+1  nl (n+D)T+1
(n+1)!  nlT+1  (n+1)(n74+1)

Abbiamo allora che lim,_, 1 (n(”H)NH ;= lim,, 400 Z_g =0 e quindi la

) +1)(nl74+1
serie converge.

]

12.12 Studiare il carattere delle seguenti serie:

1
. 400 1 - +oo l—cos =
1) n=1 n(n+4) 11) anl n—logn

Soluzione:

i) Scegliamo (al denominatore) l'infinito di ordine superiore: il termine ge-

nerale u,, = m, per n — 400 si comporta come # Ne deduciamo

che il termine generale della serie ¢ un infinitesimo del secondo ordine
(rispetto a %) La serie e allora convergente.

ii) La serie ¢ a termini positivi e il termine generale & infinitesimo, dunque la
condizione necessaria di convergenza e soddisfatta. Calcoliamo 1'ordine
di infinitesimo del termine generale:
1 1 1
l-cosl  ghto(d)
Up = =
n —logn n+ o(n)

Il termine generale e infinitesimo del terzo ordine e pertanto la serie
converge.

O
12.14 Studiare il carattere delle seguenti serie:

n=2 n3—2 n=1 Tn

i) 400 (_1)71 n+2 iii) +oo<_1)n+1 (ﬂ)
Soluzione:

i) La serie data ¢ una serie a termini di segno alterno. Consideriamoli in
valore assoluto, studiando dunque la serie:

400 +2
> s

n=2

Questa serie converge (in quanto il suo termine generale ¢ infinitesimo di
ordine 2) e dunque anche la serie data risulta convergente.
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iii) La serie si puo scrivere come:

NI G B YEVNELLASE) f S )

n=1

La serie data e irregolare.

12.15 Studiare la convergenza assoluta e semplice delle seguenti serie:
. =+ . + n
) S (Dseny vi) XIN(-D)"g

Soluzione:

i) La serie data € una serie a termini di segno alterno. Per il criterio in-
tegrale, la serie non converge assolutamente (in quanto il suo termine
M
generale ¢ infinitesimo di ordine 1). Poiche risulta % > %H vale la re-
lazione u,, > u e 1l termine generale ¢ infinitesimo. Dunque la serie
n n+1

converge semplicemente.

vi) La serie data ¢ una serie a termini di segno alterno. Il termine generale
Uy = #n“ ¢ infinitesimo. La serie data non converge assolutamente
poiche il suo termine generale ¢ un infinitesimo del primo ordine. Tuttavia
la successione {u,} e decrescente. Comnsideriamo infatti (per z > 1) la

funzione:
2(13
a2 41

u(z)

e calcoliamone la derivata prima:

_ 2%log2(22” + 1) — (2% + 227 log 2)2°
N (227 4 1)2

B 2221 log 2 + 2% log 2 — 2%% — 22%g]log 2
B (227 +1)2

_ 2%log2 — 227

(@27 4+ 1)2

~ 2%(log2 —27)

(227 4+ 1)2

e

Poiche la derivata prima ¢ negativa per ogni « > 1, si deduce che la
funzione u ¢ definitivamente decrescente. Segue che la serie data converge
semplicemente.

O
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12.17 Studiare il carattere delle seguenti serie, in dipendenza dal parametro reale k:

.. 2
vit) 355 B

Soluzione:

vii) Utilizzando il criterio della radice:

n

k?n 9 9
i =k* lim =k
n—-+oo n3 n—-+oo

lim

La serie converge per k? < 1 ovvero per —1 < k < 1 mentre diverge per
k < —1ek > 1. Rimangono da studiare i casi k = £1. Sostituendo tali
valori nella serie si ottiene Z:Lr 3 che converge.

O

12.20 Stabilire per quali valori dal parametro reale k le seguenti serie convergono:

n
cen 400 k—1 .
111) n=0 <k52+1) IV) Zn ln
Soluzione:
k=1 \" . . . . k—1
iii) La serie Z ( BT ) ¢ geometrica di ragione ¢ = 577 e converge

quando —1 < k2 7 < 1 ovveroper k < —1ek>0.

iv) La serie:

—+00 —+00 1

§ :n2k79 — E :
n972k

n=1 n=1

converge per 9 — 2k > 1 ovvero per k < 4.

13. Il tempo

13.2 Stabilire se 1’equazione differenziale y' = f(t,y) con f(t,y) = /|y| e con
la condizione iniziale y(0) = 0 soddisfa le ipotesi del teorema di esistenza e
unicita.

Soluzione: Esplicitando la nozione di valore assoluto:

VY, se y20
v-y, se y<0

Calcoliamo la derivata prima di f(¢,y) rispetto a y:

y/:f(t’y):{

1
) PR se y>0
“gy= e y<
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Segue che f,(t,y) non & continua in un intorno del punto (0,0) e dunque non
sono soddisfatte le ipotesi del teorema di esistenza e unicita. [l

13.3 Scrivere l'integrale generale delle seguenti equazioni differenziali:

i) o =2y i) o =3t2—6t+8

Soluzione:

i) L’equazione y’ = 2y ¢ a variabili separabili:

1 1
—dy = dt, —dy= [ dt,
2y’ / 2y’ /
1
g loglyl =t+c, log [y| = 2(t + ¢), y = ce”
ii) L’equazione 3 = 3t — 6t + 8 ¢ a variabili separabili: da % =312 -6t +8

si ha:
/dy:/(3t2—6t+8)dt,y:t3—3t2+8t+c

13.4 Risolvere i seguenti problemi di Cauchy:

) { y' — 2ty = 3t ) { ety +1=0
1 \%
y(0) =3 y(0) =0

Soluzione:

i) L’equazione y = 2ty + 3t & un’equazione a variabili separabili. Il suo
integrale generale (per y # —%) ¢ dato da:

dy 1
—2 — 2y + dy= [ tdt

1 t2
§log\2y+3]:§+c, log |2y + 3| = t* + ¢, y:cetQ—

N W

, otteniamo ¢ = 2. La soluzione del

D=

Imponendo la condizione y(0) =
problema ¢ dunque y = 2e!” — 3.

v) L’equazione €'Yy’ + ¢ = 0 & un’equazione a variabili separabili. Il suo
integrale generale & dato da:

ty%_

eel o = —t, edy = —ettdt, /eydy: —/e_ttdt

Integrando per parti per calcolare [ e ttdt si ottiene:
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e =te et +oc, y=—t+log(t+1)+c

Imponendo la condizione y(0) = 0, otteniamo ¢ = 0. La soluzione del
problema ¢ dunque y = —t + log(t + 1).

O
13.7 Scrivere l'integrale generale delle seguenti equazioni differenziali:
i) ¢ —2y=3
Soluzione:
i) L’equazione y' = 2y + 3 ¢ lineare:
y(t) = el 2dt. [C—i—/Se_IMtdt] = 2. [c+3/6_2tdt]
3 3
=2t [c - 56”} =73 + ce?t
O

13.10 Risolvere i seguenti problemi di Cauchy:

) { Y = iy +2
vii)
y(0) =1
Soluzione:

vii) L’equazione y' = H%ly + 2 ¢ lineare. Il suo integrale generale ¢ dato da:

OREN S PR
= elOg(t+1) . |:C_|_2/e_ IOg(t+1)dt:|

1
=(t+1)- 2 —dt
(t+1) [c—k g ]

=({t+1)- [c+2log(t+1)]

Imponendo la condizione y(0) = 1, otteniamo ¢ = 1.
La soluzione cercata ¢ dunque y = (¢ + 1)(1 + 2log(t + 1)).
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13.12 Scrivere l'integrale generale delle seguenti equazioni alle differenze:

1) Yn+1 — %yn =2

Soluzione:

i) E’ un’equazione del primo ordine:

1 L1 1 1 —4
Yo = gre+27 :—c—4<——1>zc 4
3

14. Funzioni di due variabili

14.1 Determinare l'insieme di definizione delle seguenti funzioni:

i) flz,y)=yxy i) f(z,y) =log(y — =)

Soluzione:

i) L’insieme di definizione ¢ dato dai punti (x,y) per cui risulta xy > 0, ov-
vero x e y sono di segno concorde. In questo caso, l'insieme di definizione
¢ il sottoinsieme A di R? costituito dal primo e dal terzo quadrante, assi
compresi.

iii) L’insieme di definizione ¢ dato dai punti (x,y) per cui risulta y —x > 0,
ovvero y > .

In questo caso, l'insieme di defini-
zione ¢ il sottoinsieme A di R? co-
stituito dai punti situati al di sopra
della bisettrice del primo e del terzo
quadrante.

14.9 Calcolare, se possibile, i seguenti limiti:
. . . . log(1+a2+y?)
B) im0 2z V) limey 00 Senare

Soluzione:
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14.10

14.14

14.18

i) Il limite non esiste. Infatti per (z,y) — (0,0), quando ci si avvicina lungo
la bisettrice di equazione y = z, abbiamo:

xy x? 1

(zy)—(0,0) 22 +y2  2—0222 2

mentre, quando ci si avvicina lungo la bisettrice di equazione y = —ux,
abbiamo:
. Yy . x? 1
lim ———=1Ilm---5=—-
(z,9)—(0,0) 2 + Yy =0 2z 2

vi) Operando la sostituzione 22 + y? = ¢, il limite dato & equivalente a:

lim log(1 +t) i t+ o(t) _

t—0 sent -0t o(t)

Stabilire se la funzione:

e continua nell’origine.

Soluzione: La funzione & continua nell’origine. Infatti, ¥(x,y) € R?\ {(0,0)}
risulta:
o< |2y |___l
Va2 a2

e dunque lim, ) (0,0) \/;—yTyQ =0. ([

lyl < |yl

Calcolare in ¢ = 0 la derivata della funzione composta F(t) = f(x(t),y(t))
essendo f(z,y) = 2 + 6y + 3z (t) =2+ +2; y(t) = c".

Soluzione: Applicando la formula di derivazione delle funzioni composte, ab-
biamo:

F'(t)y=fo-a'(t)+ [} -/ (t) = 32% + 3)(2t + 1) + 6¢"
da cui F'(0) = f3(2,1) - 2'(0) + f,(2,1) - 4/'(0) = 15+ 6 = 21. O

Sia data 'equazione 22 +y3 4+ 2%y — 1 = 0 e il punto (0,1). Verificare che sono
soddisfatte le ipotesi del teorema di Dini e calcolare ¢'(0).

Soluzione: Le ipotesi del teorema di Dini sono soddisfatte: f(0,1) = 0 e per
ogni (z,y) € R? la funzione f(x,y) = 23 + 1> + 2%y — 1 & continua e derivabile
con continuita. Abbiamo inoltre f;(0,1) =3 # 0.
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14.23

14.28

14.36

Allora esiste una funzione y = g(x), definita con continuita in un intorno di
xo = 0 e tale che g(0) = 1, soluzione dell’equazione assegnata. In xo = 0 il
valore della sua derivata e dato da:

£00,1)  (32° 4+ 22y) (2 4)=(0.1)

/
f4(0,1) (3Y% 4 %) (2,9)=(0,1)
O
. . 2

Calcolare in (1,1) il valore H = f;, - f; — ( g’c’y) essendo f(x,y) = zty —

322y + 5.

Soluzione: Le derivate parziali prime e seconde sono:

fh = day — 6zy; fy = zt — 322
"= 122%y — 6y; vy =05 foy = 423 — 62
Calcolandole nel punto (1, 1), otteniamo: H = f7, - f, — ( :’E’y)2 = —4. O
Determinare gli eventuali punti stazionari di f(x,y) = 2* 4¢3 — %xQ — 3y

Soluzione: 1 punti stazionari sono soluzione del sistema:

fi=423 - 9r =0
fi=3y*—6y=0

La prima equazione e soddisfatta per xt =0 e x = :l:% mentre la seconda per
y =0 e y = 2. Segue che i punti stazionari sono:

wor 0 (). (32)- (39). (39

_ 3zy+1
- =2 -

Determinare gli eventuali estremanti di f(x,y)

Soluzione: 1l campo di esistenza ¢ x # 2, dunque un insieme aperto. Dal
sistema: -
I _ y+1
{ fa: - T @22 — 0
I _ 3x __
fy - J:—xQ =0

ricaviamo il punto stazionario (0, —%).

Calcoliamo allora le derivate seconde: fI = 2((53;)2; vy = —ﬁ; vy = 0.

2
Per il punto (0, —%), abbiamo H = — (—#) : (07 —%) ¢ un punto di sella.

e
Non esistono estremanti. O
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14.37

14.43

14.47

Determinare gli eventuali estremanti di f(z,y) = 2* + 222y + y* — 2 — 42°,

Soluzione: Dal sistema:
fh=da® + dwy? — 202* = 0
fi =42y +4y° =0

ricaviamo i punti stazionari (0,0) e (%, O).

Calcoliamo allora le derivate seconde:  fil, = 1227 + 4y* — 802%; fll =
8xy; [y = 422 4 12y2. Per il punto (%,0), abbiamo H = — (%)2: (%,0) ¢ un

punto di sella.
Per il punto (0,0), abbiamo H = 0 e dunque siamo nel caso dubbio. Possiamo
osservare che:

AF(0,0) =zt + 22%% + ¢t — 425
=21 — dx) + 2222 + ¢!
Per x < 1 si ha Af(0,0) > 0. Abbiamo trovato un intorno del punto (0,0) in

cui & soddisfatta la definizione di minimo relativo. Concludiamo che (0,0) e
un minimo relativo per f. ([

Determinare gli eventuali punti di massimo assoluto della funzione f(x,y) =
y2 — 222 con il vincolo 2% + y2 =1.

Soluzione: In questo caso, il vincolo puod essere esplicitato rispetto a y? :

y? = 1 — 2%, Sostituendolo nella funzione obiettivo f, otteniamo la funzione
f(z,y(x)) = g(x) =1 — 322 di una sola variabile z € [~1,1].
Derivando ¢ e studiando il segno della derivata prima ¢’ = —6x otteniamo

che z = 0 ¢ il punto di massimo assoluto. Possiamo allora concludere che i
punti (0,1) e (0,—1) sono i punti di massimo assoluto dell’iniziale problema
vincolato. ([

Determinare gli eventuali estremanti della funzione f(z,y) = 2% +2y? —4x—15
con il vincolo y —x + 1 = 0.

Soluzione: Esplicitiamo il vincolo rispetto a y : y = x — 1. Sostituendolo nella
funzione obiettivo f, otteniamo la funzione di una sola variabile:

f(z,y(x)) = g(x) = 32* — 8z — 13.

Studiando il segno della derivata prima ¢’ = 6x — 8, otteniamo che x = % eil
punto di minimo assoluto. Tornando a sostituire questo valore nella relazione
y = x—1, possiamo concludere che il punto (%, %) e il punto di minimo assoluto
dell’iniziale problema vincolato. Non esistono punti di massimo. [l
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14.51

14.53

Determinare gli eventuali estremanti della funzione f(x,y) = y — 4z con il
vincolo 6z2 4 y? = 4.

Soluzione: In questo caso non & agevole sostituire il vincolo nella funzione
obiettivo. Consideriamo allora la funzione lagrangiana L = y — 42 — (622 +
y? — 4) e annulliamone le derivate parziali:

—4—12Xx =0

1-2\y=0

622 +y?> —4=0

Dalla prima equazione ricaviamo A = —3% e, sostituendo nella seconda, otte-
niamo y = —;’x. Infine sostituendo nella terza, ricaviamo i punti stazionari

(\;%, _«/L:T:J per A = —@ e (—\;%, \/%> per A = g

Poiche la funzione f & continua e i punti dell’ellisse 622 + y?> = 4 costitui-
scono un insieme chiuso e limitato, sono soddisfatte le ipotesi del teorema di
Weierstrass che garantisce 1’esistenza di un punto di massimo e di un pun-
to di minimo. Per decidere dunque sulla natura dei punti stazionari trovati
calcoliamo:

()= ) Ve

Concludiamo che (\/%, —\/%) ¢ il punto di minimo assoluto mentre
<_¢%’ \/Lg—?) ¢ il punto di massimo assoluto del problema vincolato. U

Determinare gli eventuali estremanti di f(z,y) = y(z* + 4 — 42?) nell'insieme
A={(z,y) :y >0}

Soluzione: La funzione obiettivo f(z,y) = y(z* 4+ 4 — 42?) = y(z? — 2)? ¢ il
prodotto di due quantita sempre positive. Per y > 0 i punti stazionari sono
soluzione del sistema:

i =y(a® —82) =0
fl=at+4—-42=0

La prima equazione ¢ soddisfatta per z = 0, y = 0 e z = +v/2 mentre la
seconda per & = +1/2. Segue che i punti stazionari sono della forma (i\/i, Y)
con y > 0. In tali punti la funzione si annulla, mentre per y > 0 e = # +/2,
si ha f(z,y) > 0. Concludiamo che i punti (+v/2,¥) e (—v/2,%) con y > 0
sono punti di minimo assoluto per f. Inoltre, per y = 0, f(z,0) = 0 e dunque
anche i punti di frontiera (z,0) sono minimi assoluti. O
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14.55

14.56

Determinare i punti di massimo assoluto e minimo assoluto di f(z,y) =
4z2%y* — x(y — 1) nell’insieme A = {(z,y): —1 <z <1, 0 <y <2}

Soluzione: Dal sistema:

fi=8xy*—y+1=0
fi=8ty—x=0

si ricava che l'unico punto stazionario (interno ad A) ¢ (0,1). Calcoliamo le
2 1

derivate seconde: f7 = 8y?; vy = 16zy — 15 fll, = 8z2. Per il punto (0, 1),

abbiamo H = —1: il punto (0,1) ¢ di sella.
Occupiamoci della frontiera di A, considerando i quattro lati del rettangolo.

— y = 0: sostituendo 'equazione del vincolo nella funzione obiettivo, otte-
niamo la funzione fi(z) = = con = € [—1,1]. La funzione ha un minimo
in x = —1 e un massimo in z = 1.

— y = 2: sostituendo 'equazione del vincolo nella funzione obiettivo, otte-
niamo la funzione fo(x) = 1622 — x con = € [~1,1]. La funzione ha un

minimo in ¢ = un massimo in £ = —1 e un massimo in z = 1.

ey

32°

— o = —1: sostituendo ’equazione del vincolo nella funzione obiettivo,
otteniamo la funzione f3(y) = 4y> +y — 1 con y € [0,2]. La funzione ha
un minimo in y = 0 e un massimo in y = 2.

— x = 1: sostituendo ’equazione del vincolo nella funzione obiettivo, otte-
niamo la funzione fy4(y) = 43> —y + 1 con y € [0,2]. La funzione ha un
minimo in y = %, un massimo in y = 0 e un massimo in y = 2.

I risultati precedenti dicono che i possibili estremanti di f in A sono (—1,0),

(1,0), (—1,2), (1,2), (1, %) e (3—12,2). Il teorema di Weierstrass assicura 1’e-

sistenza di un minimo e di un massimo assoluto. Calcolando i valori della
funzione nei punti candidati:

f(=1,0) = =1, f(1,0) =1, f(-1,2) =17, f(1,2) = 15,

1 15 1 1

si conclude che il punto (—1,0) & il punto di minimo assoluto mentre (—1,2) &
di massimo assoluto.

O

Utilizzando il metodo delle curve di livello, determinare gli eventuali estremanti
di f(z,y) =y — 3z nellinsieme A = {(z,y): 0 <y <1—uz; x >0}.

Soluzione: Disegnando le curve di livello f(z,y) =cperc=0,c=1ec=—1:
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15.

15.4

15.8

i}
/ / / x
si vede che, spostando le rette verso sinistra, la funzione assume valori via via
maggiori. La funzione assumera allora il valore massimo in corrispondenza del
punto (0,1): da y — 3z = ¢, sostituendo le coordinate del punto, otteniamo

¢ = 1. Infine, la funzione assumera il valore minimo in corrispondenza del
punto (1,0): da y — 3x = ¢, sostituendo le coordinate del punto, otteniamo

¢ = —3. In conclusione, il punto di massimo in A, per f, ¢ il punto (0,1) e in
tale punto la funzione vale 1 mentre il punto di minimo in A, per f, € il punto
(1,0) e in tale punto la funzione vale —3. O

I vettori di R"”

Stabilire in base alla definizione se i vettori x! = (5,1,8),x% = (1,-2,-5),

x% = (—7,3,2) sono linearmente dipendenti.

Soluzione: Consideriamo una loro combinazione lineare e 1'uguaglianza
S kix' = 0, equivalente a ki (5, 1,8) +ka(1, —2, —5) +k3(—7,3,2) = (0,0,0).
Abbiamo quindi il sistema:

5k1+ ko — Tk =0
k1 —2ko +3ks =0
8k1 — bko 4+ 2k3 =0

soddisfatto non solo dalla terna ki = ko = k3 = 0 ma anche da k1 =1, kg =
2, k3 = 1. I vettori in questione sono linearmente dipendenti. (I

Scrivere x = (1,2, 3) come combinazione lineare di e!, e?, x* = (1,1,1).

Soluzione: Consideriamo una combinazione lineare di e!, e?, x3 e 'uguaglian-

za Z?Zl kie! + k3x® = x equivalente a k1(1,0,0) + ko(0,1,0) + k3(1,1,1) =
(1,2,3). Abbiamo quindi il sistema:

ki +k3=1
ko + ks =2
ks =3
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15.13

15.16

soddisfatto dalla terna k1 = —2, ko = —1, k3 = 3. Segue che x = —2e! —e? +
3x3. O

Determinare per quali valori del parametro ¢ il vettore x = (3,2,¢) & combina-
zione lineare dei vettori x! = (1,—1,2) e x? = (1,3, —1).

Soluzione: Consideriamo una combinazione lineare di x!', x? e 1'uguaglianza
S22 kix' = x equivalente a ki (1, —1,2) + kao(1,3,—1) = (3,2,¢). Abbiamo
quindi il sistema:

k14 ke =3

—k1+3keg =2

2k) — ko =1t
Le prime due equazioni sono soddisfatte dalla coppia k1 = Z, k g. Sosti-

t

2 _=
tuendo questi valori nella terza equazione, si ricava che per t = % il vettore x
& combinazione lineare di x! e x2. O

Stabilire quali delle seguenti coppie di vettori costituiscono una base di R?:

i) x! = (1,3) e x? = (3,1)
iii) x! = (1,0) e x2 = (~1,0)

Soluzione:

ii) T due vettori in questione sono linearmente indipendenti in quanto 1'u-
guaglianza 23:1 k;x" = 0 ¢ equivalente a (ky + 3k2, 3k1 +k2) = (0,0), che
porta al sistema:

k1+3ka=0

3k1+ko=0
soddisfatto solo da k1 = ko = 0.
Inoltre, ogni y = (y1,y2) puo essere espresso come combinazione lineare
di x', x2. L'uguaglianza y = 2?21 k;x" conduce, infatti, al sistema:

]{71 +3k2 = Y1
3k1 + ke =yo

soddisfatto per ki = %(3y2 — Y1), ko = %(33/1 — y2). Otteniamo cosi:

1 1
y = 5By —y)x' + S8y — 1o)X
iii) I due vettori in questione non sono linearmente indipendenti in quanto
I'uguaglianza Z?zl kix! = 0 & equivalente a (k; — k2,0) = (0,0), soddi-
sfatta per ogni coppia (k1,k1). I vettori x!, x2 non costituiscono dunque

una base per R2.

O
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15.20

15.24

Stabilire quali dei seguenti insiemi sono sottospazi vettoriali di R?:
A= {(z1,22) : 1 = 4o} B ={(z1,22) 1 1 +x2 =1}
C = {(z1,12) : z9 = 22} D ={(z1,22) : &1 — 29 = 0}
E = {(z1,72) : 12 = 23} F ={(z1,29) : 1 + 292 = 0}

Soluzione: Gli insiemi A, D, F sono sottospazi vettoriali di R?.
Siano infatti y = (y1,42),2 = (21, 22) elementi dell’insieme A e consideriamo
una loro combinazione lineare:

a(yi,y2) + B(z1, 22) = (ay1, ay2) + (Bz1, Bz2)
= (ay1 + Bz, aye + Bz)
= (4ayz + 4522, a2 + B22)

Poiche (days + 48z9,ays + Bz2) € A, si conclude che A & un sottospazio
vettoriale di R2.

Siano y = (y1,¥2),2 = (21, 22) elementi dellinsieme D e consideriamo una loro
combinazione lineare:

a(y1,y2) + B(21, 22) = (ay1 + Bz1, aya + Bz2)
= (ay1 + Bz, ay1 + B21)

che appartiene a D e pertanto D & un sottospazio vettoriale di R2.

Siano y = (y1,42),2 = (21, 22) elementi dellinsieme F e consideriamo una loro
combinazione lineare:

a(yr,y2) + (21, 22) = (ay1 + Bz1, oy + B22)
= (ay1 + Bz1, —ay1 — 1)

che appartiene a F' e pertanto F' & un sottospazio vettoriale di R2.

L’insieme B non & un sottospazio vettoriale di R? poiche, ad esempio, i vettori
(1,0) e (0,1) sono elementi di B ma la loro combinazione lineare con pesi
a = 3 =1, equivalente a (1,0) 4+ (0,1) = (1,1), non appartiene a B.

L’insieme C non & un sottospazio vettoriale di R? poiche, ad esempio, i vettori
(0,0) e (1,1) sono elementi di C' ma la loro combinazione lineare con pesi
a = (3 =2, equivalente a 2(0,0) 4+ 2(1,1) = (2,2), non appartiene a C.

I vettori (0,0) e (1,1) sono anche elementi di £ mentre la loro combinazione
lineare con pesi @« = (3 = 2 non appartiene ad E e pertanto £ non ¢ un
sottospazio vettoriale di R?. (I

Dati i vettori x! = (1,0,2) e x? = (2, —1,3), determinare I'insieme dei vettori
x? = (z,y,2) tali che x3 - x! =0 ex® x*=0.
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Soluzione: Le condizioni date portano a risolvere il sistema:
r+22=0
20 —y+32=0
soddisfatto da tutte le terne (—2z, —z, z). O

15.28 Dato l'insieme A = {(z1,22) : —1 <z < 1; —1 < x5 < 1} dire se i seguenti
punti sono interni, esterni o di frontiera per A: (0,0), (0,1), (1,2), (3,1),
(072)a (_17 _1)7 (_%7 _%)

Soluzione: 1 punti (0,0) (—% —%) sono interni, i punti (0,1) e (—1,—1) sono
di frontiera, mentre (1,2), (3,1), (0,2) sono esterni, come si vede nel disegno:

K2
1
71 7

4

V. 4

-1 -0 i 1 3

A / H
/5, /A/

15.30 Stabilire se i seguenti insiemi sono aperti, chiusi o ne aperti ne chiusi:
A={(z1,22): 0< 21 <1,0< 29 < 1}
B = {(x1,x2) : x1 = x9 oppure x] = —x3}

Soluzione: L’insieme A non ¢ ne aperto né chiuso. Non ¢ chiuso perche per
esempio il punto (0, 0) & di accumulazione per A ma non appartiene ad A. Non
¢ aperto perche i punti (0,z2) con 0 < x5 < 1 sono elementi di A ma non sono
interni ad A.

L’insieme B e un chiuso e tutti i suoi punti sono di accumulazione.
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15.33

16.

16.6

WA
A
LY

O

Dati i vettori x = (8,1,3) e y = (0,4,5), calcolare il loro prodotto scalare, la
distanza d(x,y) e le loro norme.

Soluzione: Applicando le definizioni, si ha:
X-y=8-0+1-4+3-5=19
dx,y) = /(0 —8)2+ (4— 12+ (5—3)2 =77
x| = VBA+T+9=VvTd  |y] = VI6+25= Vil

Matrici, sistemi e trasformazioni lineari

Utilizzando il teorema di Laplace, calcolare il determinante delle seguenti
matrici:

— = O
NN O N
= O W W
S W o
=N O W
- o O =
w o w
O ==

Soluzione: Poiche la seconda colonna della matrice A si ottiene moltiplicando
per 2 la prima, si conclude che det A = 0.

Fissando 'attenzione sulla terza riga della matrice B, il teorema di Laplace ci
dice che:

1 -1 -1 3 1 -1
detB=2-det | O 3 1| —det|{ 0O O 3
4 3 0 4 4 3

= 2(—4+12—-3)+3(12 — 4)
=2.54+3-8=34
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16.8 Calcolare l'inversa (se esiste) delle seguenti matrici:

1 2 3
P ) R P R P
3 0 4

Soluzione: Poicheé la matrice A & non singolare (det A = 6), calcoliamo la sua

mversa:
1 1
3 0 2 -1 _ 3 6
T . 1 _
A‘[l 2]’ aggA‘[O 3}’ A _[0 %]

Poiche la matrice B ¢ singolare (det B = 0), non ammette inversa.
Focalizzando ’attenzione sulla prima colonna della matrice C il teorema di
Laplace ci dice che det C = 8 + 3(2 — 6) = 8 + 3(—4) = —4. Calcoliamo C™:

10 3 8§ —8 —4
ct=|2 2 0|, agg C = 3 -5 —1
31 4 -6 6 2

— 2 1

—1 3 5 1

C =|-1 1 1

3 .3 _1

2 2 2

O

16.10 Determinare per quali valori del parametro reale «, risultano invertibili le
seguenti matrici:

0 2 3 a+3 3 2+«
A=|2a 24+2a 6 |, B = 2 2 «
a 4—2a 3 5 4 34+«

Soluzione: La matrice A & non singolare quando:
det A = 18 — 1802 # 0

ovvero per a # 0 e o # 1.
La matrice B ¢ non singolare quando:

detB=—2a%+7a—4#0
ovvero per a # &T‘/ﬁ. O
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16.12 Calcolare A~'B — B, essendo:
2 2 -2 -1
SR R

Soluzione: Poiche la matrice A & non singolare (det A =8 — 6 = 2), ammette
inversa. Si ha:

_ 2 -1
AT = 23 , agg A = 42 , Al = .
-3 2 _% 1

2 4
La matrice richiesta e:
-l r-—2 1] [-2 -1
1 3 4 3
6
|-

AT'B-B=

16.14 Determinare la matrice X tale che (AB)~!X = A essendo:
0 3 1 2
S ERTE A P

Soluzione: La matrice X deve essere di due righe e di due colonne. La relazione
data equivale a X = ABA e la matrice richiesta e:

S ERIREH AR INE 1

O
16.19 Determinare il rango delle seguenti matrici:
0 -1 -1 =2 -1 0 -1 =2
A=]2 5 -1 2|, B=| -1 2 5 2
1 2 -1 0 -11 2 0]
. . X o [0 -1
Soluzione: Il rango della matrice A & almeno due, poiche il minore 9 5

ha determinante non nullo. A questo punto il rango di A dipende dai minori

0 -1 -1 0 -1 -2
2 5 -1, 2 5 2
1 2 -1 1 2 0

Poiche entrambi hanno determinante nullo, si deduce che r (A) = 2.
La matrice B ¢ formata dagli stessi vettori della matrice A, solo in ordine

diverso. Concludiamo che anche r (B) = 2. ]
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16.22 Risolvere il sistema Ax = b essendo:

3 =2

1 5
ha determinante non nullo. Il teorema di Rouche-Capelli & soddisfatto e il
sistema ammette infinite soluzioni. 1l sistema dato e equivalente a:

3r —2y=1—-5z
rT+OYy="7+=z2

Soluzione: La matrice A ha rango 2 poiche, ad esempio, il minore

Le soluzioni sono:

1-5z -2
det
- [ T+z 5 ] 19232

e 17 BT

3 1-52
det
e [1 T4z ] 20482
V= 17 T
Il sistema ammette infinite soluzioni della forma (%, %, z). U

16.24 Risolvere, se possibile, il sistema:

r+y+z=3
3r—2z=—1
—r+y+42=0

Soluzione: La matrice dei coeflicienti

11 1
A= 3 0 -1
-1 1 4
¢ non singolare in quanto det A =1+3+1—-12= -7 #0.
11 teorema di Rouche-Capelli ¢ soddisfatto poiche r (A) =r (A|b) = 3 e dunque

esiste un’unica soluzione (poiché r(A) ¢ pari al numero delle incognite). Il
teorema di Cramer ci fornisce le soluzioni:

31 1
det | -1 0 -1

01 4 6

v —7 -7
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det -1 -1
-1 0 4 38
v= —7 -7
11 3
det 3 0 -1
-1 1 0 11
T —7 -7
O
16.29 Discutere e risolvere, al variare del parametro reale k, il sistema Ax = b
essendo:
k 1 k x 0
A= 0 kK k|, x=\|vy |, b= | 2k
-k -1 0 z -1

Soluzione: Da det A = —k*> + k3 —k*> #0 <= k # 0, deduciamo che
Vk # 0 ¢ r(A) = 3. Poiche la matrice orlata A|b (3 x 4) non puo avere rango
superiore, la condizione di Rouche-Capelli e soddisfatta Vk # 0 e il sistema
e possibile. Poiche il rango ¢ pari al numero delle incognite, esiste una sola
soluzione. Per il teorema di Cramer:

0 1 k
det | 2k k k
-1 -1 0 kE+1
r= k3 - k2
E 0 k
det | 0 2k k
B -k -1 0 _2k+1
ve [z Tk
k 1 0
det | 0 Kk 2k
-k -1 -1 1
z = 13 =——.
La soluzione e dunque: (—%, L,jl, —%)
Per k = 0, riscrivendo le matrici A e A|b:
0 1 0 0 1 0 0
A=|{0 0 0, Ab=|{0 00 O
0 -1 0 0 -1 0 -1

segue che r (A) = 1 mentre risulta r (A|b) = 2 poiche, ad esempio
det { 1 0 } #0
-1 —
Segue che per k = 0 il sistema e impossibile. [l
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16.32 Determinare per quali valori del parametro reale k il seguente sistema (omo-
geneo) ammette infinite soluzioni:

3r+3ky+2=0
kx+by—z=0
r—y+kz=0

Soluzione: 1l sistema ammette infinite soluzioni in corrispondenza dei valori
di k per cui la matrice dei coefficienti ha rango minore di tre. La matrice dei

coefficienti:
3 3k 1
A=|k 5 —1
1 -1 k

ha determinante —3k3+11k—8. Si vede che k = 1 & una sua radice e applicando
il teorema di Ruffini, si ha:

-3 0 11 | =8

1 -3 3| 8
| -3 -3 8 |

ovvero —3k3 + 11k — 8 = (k — 1)(—3k* — 3k +8). Si conclude che, per k =1 e

k= %\/ﬁ, il rango di A € minore di tre e dunque esistono infinite soluzioni.
O
16.42 Sia f : R?> — R? una funzione lineare tale che:
1 —2
fle)y=11 [, f(e?) = 4
3 5
1
Calcolare f <[ 9 ])
Soluzione: Poiche una trasformazione lineare ¢ additiva e omogenea, si ha:
1 1 0
2 )=o)l
1 1 0
f(lal)=r(lal) (V)
1 -2 -3
3 5 13
O
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16.44

17.

17.1

17.3

Sia f : R?> — R? una funzione lineare rappresentata dalla matrice:

1 a

A= 2 -1
2 1

a® -3

Determinare, al variare di a € R, il nucleo di f.

Soluzione: Si tratta di determinare I'insieme delle soluzioni del sistema omo-
geneo Ax = 0. Calcoliamo il rango della matrice dei coefficienti. Poiche
risulta:

det[; | ] =1-20=0 a:—%

possiamo concludere che, per a # —%, il rango di A e due e il sistema ammette
una sola soluzione: dunque, N(f) = {0}. Per a = —1, riscrivendo la matrice
A: )

I =3

2 -1

1 1

1 8

si osserva che r (A) = 1 e dunque il sistema omogeneo si riduce a 2z —y = 0.
Concludiamo che N(f) = {(x,y) € R? : y = 2x}. O

Le funzioni di n variabili

Calcolare, mediante la definizione, f;(0,0) e f;(0,0) con:

Ty (g 0,0
)= T (z,y) # (0,0)
07 (x,y) = (0?0)

Soluzione: Abbiamo:

F(h,0)— £(0,0) . &
h h—0 h o

! — 1
f2(0,0) = lim
Analogamente, risulta f,(0,0) = 1. O

Calcolare il gradiente delle seguenti funzioni, nel punto a fianco indicato:

i) flz,y,2) =2y + log(x — 3z) (0,2, 1)
i) f(x,y,2) = ve ¥* 4 23 — 22 (1,-1,1)
Soluzione:

98



i) Da:

1 3
- N / — ! — —
fx_y+af—3z’ v = J: r—3z
otteniamo: V (0,2, —1) = (%,0,-1).
ii) Da:
fr=e Y% —2z; f; = —xze Y% fl = —yxe V7 + 3,2

otteniamo: Vf(1,-1,1) = (e — 2, —e,e + 3).

17.5 Calcolare in t = 1 la derivata della funzione composta F'(t) = f(z(t),y(t), 2(t)),
essendo f(x,y,2) = xlog?y — zlog(xy); x(t) = et; y(t) = €2; 2(t) = 21> — 4.

Soluzione: Applicando la formula di derivazione delle funzioni composte, ab-

biamo:
2z 1 -
F/(t) = Vf(x) - x' = (10g2 y— o, B log<a:y>> (e, 2™, 4¢)
€z Yy
da cui:
F/(l) = Vf(e,e ; 2) ' X,(l)
2 4 2
=4+, - 3 - (e,2€2,4
< 67 e 92 > (6, e, )
=12e -6
O
17.8 Calcolare il differenziale delle seguenti funzioni, nel punto a fianco indicato:

i) f(x,y,2) =log(9 — 22 — y? — 2?) (1,0,2)

i) f(z,y,2) =sen (zy?) + 3yz° (0,3,1)
Soluzione:

i) Da:

—2z —2y —2z
[ Lol .ol
fa= 9 22— y2_ 2’ fy= 922 —y2_ 22 f.= 9 — 22— y2 _ 22
(abbiamo quindi f}(1,0,2) = —%, f/(1,0,2) = 0, f1(1,0,2) = —1),
otteniamo: d f(1,0,2) = —% dzr— dz.
ii) Da:

FL =y cos(ay?); f) = 2aycos(ey®) + 32 f = 6y
(abbiamo quindi f; (0,3,1) = 1, f;(0,5,1) = 3, £2(0,3,1) = 3),
otteniamo: d f(1,0,2) = +da +3dy+3dz=.

O
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17.10 Calcolare in (1,1,1) il differenziale secondo della funzione f(z,y,z) = x> +
3zy? + 2yz.

Soluzione: Le derivate parziali prime e seconde sono:

fh =322+ 3y* + yz; fy = 62y + x2; fl =y

z

"o . "o . "o

o = 0X; vy = 6x; 2, =0
"o . no_ . "o
xy_6y+z’ xz = Y5 yz_x

Calcolandole nel punto (1,1, 1), otteniamo:

d?f(1,1,1) =6dz’ +6dy* +14dzdy +2dxdz +2dyd =

O
17.15 Calcolare la matrice hessiana delle seguenti funzioni, nel punto a fianco indi-
cato:
1) f(a:,y,z) :3$+y2—$24 (1)_171)
i) f(z,y,2) =23y —y'z (3,1,0)
Soluzione:
i) Da f, =324, fl =2y, f.=—4x2% lamatrice hessiana in un gene-
0 0 —423
rico punto (z,y, z) & 0 2 0 e dunque nel punto (1,—1,1)
—423 0 —12x22
00 —4
si ha 0 2 0
-4 0 -—-12
ii) Da f! = 322y, = 23 —4y3z,  f/ = —y* la matrice hessiana in un
6xy 32 0
generico punto (z,y,2) ¢ | 322 —12y?z —4y® | e dunque nel punto
0 —4y 0
2 3z 0
(3,1,0)siha: | 3 0 —4
0 -4 0

O

17.17 Calcolare i punti stazionari di f(z,y,z) = 2% + 2y + 3zz + y> — 3z — 2y — 2.

Soluzione: 1 punti stazionari sono soluzione del sistema:

20 +y+32—-3=0
r4+2y—2=0
3r—1=0
Il sistema & soddisfatto per (%, %, %) O
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17.19

17.20

17.25

Verificare che il punto (0,1, 1) ¢ di minimo relativo per la funzione f(x,y,z) =
222 + y% + 23 — 2y nell’insieme A = {(x,y,2) : 2% + 2% = 1}.

Soluzione: 1l punto (0,1,1) appartiene alla regione ammissibile. Sostituendo
z? = 1 — 23 direttamente nella funzione obiettivo, ricaviamo che il proble-
ma vincolato dato ¢ equivalente a quello della ricerca degli estremanti della
funzione (in due variabili):

9(y,2) =y* — 2y — 2 +2

tenendo pero presente che z puo variare solo nell’intervallo [—1, 1]. Dallo studio
(locale) del segno di Af = f(1+h,1+k)— f(1,1), con k < 0, si deduce che
(1,1) ¢ punto di minimo relativo per g. Segue che (0,1,1) ¢ minimo relativo
per f. O

Senza calcolare le derivate, stabilire se per la funzione f(z,y) = 3 + 2y3
I’origine ¢ un estremante.

Soluzione: Abbiamo che f(0,0) = 0 mentre per ¢ > 0 piccolo a piacere,
f(—e,—¢) < 0e f(g,e) > 0. Segue che l'origine non & un estremante. O

Determinare gli eventuali estremanti della funzione:

f(x,y,z):m—y+4z+2:py—x2—3y2—22.

Soluzione: 1l sistema (lineare) ottenuto annullando le derivate prime:

1+2y—22=0
—14+22—-6y=0
4—-22=0

da, come unico possibile estremante, il punto (%,0,2). Calcoliamo allora le

derivate seconde: fy, = -2, fy, = —6, f, =2, fi, =2, fi, =0, f, =0.

Nel punto (%, 0, 2) la matrice hessiana ¢ data da:

-2 2 0
2 -6 0
0 0 -2

Da Hy = -2<0, H =8 >0, Hy = H = —16 < 0, segue che (3,0,2) ¢ un
punto di massimo relativo. O
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