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Abstract: the asymmetry of the Lorenz curve has proven useful toillustrate the trend in polarization
of the earnings distribution and to the empirica assessment of the Kuzntes curve. The scope of the
presentwork istoreview theindiceswhich havebeen proposedto quantity theasymmetry of theL orenz
curve and evauate their performances with grouped data.

Par ole chiave: piecewise interpolation.

1. Introduzione

Le misure ddla concentrazione 9 configurano come indicatori Sntetici ddla Stuazione digributiva
quantificandone lo scarto dalla equidigtribuzione. Tuttavia, come per tanti dtri indici gatidtici, laloro
natura di “medie”’ fa 9 che uno sesso valore da associato a Stuazioni distributive molto diverse.
L’ esgenza di affiancare le misure di concentrazione con atri indici che ne aumentino le capacita di
caratterizzazione ha portato ala propogta di acune misure Sntetiche ddla asmmetria ddla curva di
Lorenz. Scopo dd presentelavoro € di riassumerela problematica dellamisuraddlaasmmetriaddla
curvadi Lorenz riprendendo gli indici proposti in letteratura (secondo paragrafo); passeremo poi, nd
secondo paragrafo, ad analizzare varie forme di interpolazione concatenata (piecewise inter polation)
ddlacurvadi Lorenz d finedi determinare qualesialatecnicapiu efficienteper il calcolo approssmato
degli indici di asmmetrig; nel terzo paragrafo confronteremo le tecniche di interpolazione ai fini del
cacolodegli indic in riferimento ad una nota funzioni di concentrazione.

2.L’asmmetriaddlacurvadi Lorenz. Definizionee misura

Per studiare I’asmmetria della curva di Lorenz € necessario considerare tratti uguali dellacurvain
corrispondenzadi intervalli ugudi sullarettadi equidistribuzione. Lacurvaesimmetricaseladistanza
misuratain parallelo alladiagonale g=1-p (detta polo di sSmmetria) dalarettadi equidistribuzione &
ugualeper punti collocati adistanzauguaedal punto divisorio“D” di coordinate(pp,dp) incui il polo
di smmetriaintersecalafunzione di concentrazione g=L (p):

L(po +p) - p=L(pp —p)+p per 0<p=min{pp,1-pp}

Zanardi (1965) definisce stati sticamente simmetricaunacurvadi concentrazione per laquale s abbia in
riferimento allafigural, A| =A, od anche T =T ;. Questo non implicalasimmetriadato che T eT,
possono provenire da curve e distribuzioni diverse (Giurovich, 1960) e non implicanemmeno il centra-
mento che e una condizione sulla distanza p-L (p) che e necessaria, ma non sufficiente per la simmetria.
Gli indici proposti per misurare laasimmetriadella curvadi Lorenz sono i seguenti:
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Figura 1l: elementi per lamisuradellaasmmetria

Gliindici di Panizzon, PatimoeZanardi sononulliincasodi smmetria(il contrariononesemprevero);
assumono valori negativi selacurvaha lagobbain un punto pit prossmoal’ originechenon a punto
(1,1) epositivi selagobbaépiuvicinaa punto (1,1). | quozienti di Panizzon hanno vaoreunitario per
curve smmetriche (ma non solo) e aumentano al’infinito con il ridurs dell’ area d denominatore.
L’indicet variatra- 1 ed 1. E' negativo quando il punto di saturazione s trovain corrispondenzadi
intengitainferiori alamediaaritmeticacioein posizioni piu basserispettoa punto di mass madistanza
(p Ay ) edepositivosep,, 2P, ezeroselamassmacurvaturaenel punto di distanzamassima (x,=).
Il calcolo degli indici di asmmetrla richiede la determinazione del punto divisorio che di solito
comportalasoluzione un cacolo iterativo. Noto “D” s possono cacolarelearee T, e T ;:

Pp l+ 1
T=P% e 1= o . %) _ {1 (p)dp

per I'indice di Taguchi occorre individuare il punto (p,,,q,) incui lacurvadi Lorenz raggiunge la
massima curvatura (il punto pero potrebbe non essere unico).

3. Approssmazioneddlearee

I difettodi approssimazionenelleareeeuninconvenienteben noto dellaspezzatadi L orenz. Gastwirth
e Glauberman (1976), ipotizzando ladensitalineare nelle classi, hanno adottato polinomi di Hermite
di 3° grado; Kakwani (1976) earrivatofinoal polinomi di 4° grado, masenzadutilizzareil formalismo
dellespline. SiaL (p) lafunzionedi concentrazione sottostantel aseriazioneosservata. “L” eincognita,
masi ritiene di poterla gppross mare con una sequenza concatenatadi polinomi di grado “m”:

L(p)= 3b)(P-p) PLspspii=12.

| polinomi contigui coincidono nei punti di transizione: L;(p,)=L;,1(p;) assicurando cosi lacontinuita
dellacurvainterpolante. SeL (p) édotatadi derivatecontinuefinoalan-esimai coefficienti dellespline
sono scelti in modo che:

LO(p) = S AG -s+00(p-po) " =10 =2, k+1

j=rs=1



Le derivate prime e seconde della curvadi Lorenz nel punti di svolta sono approssmate da:

. 1 1 .
L?”(p.)=%, Lﬁ”(p.-l)=“T: L2(p) =t W)= i 1= 20k w3 ]
i i-1 1=

Tabella 1. coefficienti delle spline da utilizzare per I’ interpolazione della curvadi Lorenz

m Parametri
2 B=q.; b2=LY; B2 (L(l) —L® ) / f-
10 -1’ 11~ =i-1 i

3 b3 =gy b =12 b3 =20 -1 /f b3 = (L0 - LY, /17
bt =g b =L b =13/2, b} =3L® -LY) /12 - L3 /1

b, = —2(L<1> L)/ 12+ L 212
by =g cf =L%; b5 =L%/2, 1 =6(L§l) _Lgl—)l)/ fi? +(L$2) - ng—)l)/z f=L%/
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Il metodo dell’ interpolazione concatenata incontra ostacoli negli intervalli termindli [0, p,] e [p,,1]
perché qui non e univocamente stabilital’ inclinazione ddllacurvanegli estremi zero ed uno. A questo
fineipotizziamo che ndl primo intervallo lacurvadi Lorenz decresca proporziona mente:
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dovey eunfattore postoinizialmente pari ad uno e successivamente dimezzato finchéL’ ;<L’. Per la
derivatasecondafacciamo unaipotes analoga perchéforniscevalori vicini a vero per molti moddli
di curva(ad esempiolacurvadi Pareto e |’ esponenziae). Ndl’ ultimaclasse stimeremo regolarmente
i parametri legati a punto (p,,q,) € porremo pari azero quelli successivi tranne!’ ultimo chiamato ad
asscurarechel,,(1)=1.

4. Applicazione

Alfinedi valutarel’ accuratezzadelleinterpol azioni propostescegliamounacurvadi Lorenznoteddlle
qualeusarei vaori teorici: L(p), L' (p), L"(p,) peri=12,...k per divers vaori di “K”.

L(p) = p*e ™ P; a>1 >0

con a=2.5, 3=0.5. Il numerodi class ruota in{ 5, 10, 15, 20} . | valori teorici sonoriportati nellaprima
rigaddlatabela Lacolonna“crit.” € un criterio ottenuto sommando gli scarti in valore assoluto dal
vaoreteorico del Gini edello Zanardi. | risultati rispettano le attese: il miglioramento al’ aumentare
dd numero di punti € tra questi; c'é pero da precisare che quando i punti sono acquisiti in modo
shilanciato per i vari tratti dellacurva(ad esempiopiurilevazioni per i livelli elevati che non per qudli



inferiori) lemisuredi as mmetriapotrebberorisultarnedistorte. Ancheil miglioramentoa crescerede
grado del polinomio non destasorprese, sebbeneil fatto chelaquarticasatavoltameno fallace della
quintica suggerisce un raffinamento dell’ interpolazione nelle class terminali. Comunque, dalle 15
class inpoi nonc’ edifferenzaapprezzabiletralesplinedi 4° gradoedi 5°. Tragli indici di asmmetria
S puo notarel’ andamento parallelo ddll’ indice di Zanardi edi Patimo che sembrano piuresistenti ale
fluttuazioni dovute a grado del polinomio ed al numero di class, rispetto agli indici di Panizzon edi
Giurovich. Lastimadd Taguchi haprodottorisultati eterogenei equesto, unitoalecritichegiasvolte,
non contribuisce alla sua adozione come indice specificativo del rapporto di concentrazione. L’ esito
dedllasperimentazionepud cosl essereriassunto: il calcolodel Gini coni polinomi di Hermitedi 3° grado
e perfettibile utilizzando polinomi e di grado superiore: 4° 0 5° grado. Tdi polinomi possono anche
essereinvocati per calcolare gli indici di asmmetriadelafunzione di concentrazione ad esclusione
ddl’indicedi Taguchii cui cal coli sonospesso contraddittori. L eindicazioni dellemisuredi asmmetria
sono pero affidabili come segno e valore solo apartire dalle 15 class in poi.

Tabella 2: esito della sperimentazione.

Gini Po Ty T, z Pat Pan Giur T Crit.
Classi m 048671 067791 0.01423 0.05121 -0.30391 -0.33871 -0.27897 3.59782 -0.65793 0.00000
k=5 047282 0.67527 0.01139 0.04947 -0.32214 -0.34731 -0.29616 4.34206 -0.76177 0.03213
046541 0.67778 001057 0.04436 -0.29043 -0.30946 -0.26625 4.19773 -0.75283 0.03478
045825 0.67757 001003 0.04152 -0.27489 -0.28830 -0.25181 4.13948 -0.74393 0.05748
047015 0.67787 001126 0.04594 -0.29508 -0.31767 -0.27057 4.07985 -0.57183 0.02539
045554 0.67782 000864 0.04130 -0.28675 -0.29908 -0.26283 4.77820 -0.57274 0.04833

a b wbN kP

k=10 048257 0.67335 0.01520 0.05243 -0.30863 -0.33857 -0.28356 3.44975 -0.69059 0.00885
046661 0.67648 0.01319 0.05010 -0.31642 -0.33732 -0.28249 3.79804 -0.68549 0.03261
047658 0.67513 0.01324 0.04991 -0.30777 -0.33438 -0.28239 3.76869 -0.68044 0.01399
048177 067648 0.01373 0.05067 -0.30671 -0.33758 -0.28140 3.69016 -0.57850 0.00774

047603 0.67526 0.01290 0.04985 -0.31044 -0.33696 -0.28488 3.86337 -0.55542 0.01721

a b wbN kP

k=15 048475 0.67485 0.01520 0.05214 -0.30478 -0.33666 -0.27982 3.43000 -0.47855 0.00283
047172 067579 0.01441 005139 -0.31362 -0.33761 -0.28091 3.56732 -0.65776 0.02469
048160 0.67505 0.01443 0.05133 -0.30647 -0.33643 -0.28117 355776 -0.65425 0.00766
048440 0.67658 0.01434 0.05129 -0.30513 -0.33773 -0.27993 357751 -0.57935 0.00353

048140 0.67490 0.01441 0.05139 -0.30729 -0.33711 -0.28194 3.56681 -0.72803 0.00869

a b wWwNBE

k=20 0.48557 0.67715 0.01428 0.05133 -0.30525 -0.33900 -0.28007 3.59505 -0.50659 0.00248
047597 0.67780 0.01375 0.05075 -0.31097 -0.33887 -0.28020 3.69077 -0.64271 0.01780
048364 0.67764 001359 0.05058 -0.30592 -0.33867 -0.28067 3.72094 -0.64003 0.00508
048538 0.67782 0.01393 0.05093 -0.30491 -0.33886 -0.27973 3.65547 -0.71030 0.00233

048355 067773 001351 0.05053 -0.30631 -0.33908 -0.28103 3.74183 -0.69876 0.00556

a b wWwNBE
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