Tecniche di analisi statistica multivariata
per l'individuazione dei "sistemi agricoli
territoriali" in ltalia

Agostino Tarsitano - Giovanni Anania*
Universitadegli studi dellaCal abria
Dipartimento di Economiae Stati stica
87030 Arcavacaa di Rende (Cs)
agotar@unical.it

Lavoro apparso in “| gstemi territoriali agricoli italiani degli anni ‘90. Contributi
metodologici” A curadi Giovanni Cannata. Rubbettino Editore, Soveria Mannelli (C2).
pp.105-242, 1995.

Riassunto

L’ esigenzadi partizioni in agricolturae molto avvertitain rel azi one a la migli ore specifi -
cazione dellapoliticaagrariaed al suo tentativo di modellamento sulle specificita territo-
ridi. In questo lavoro si procede ad una ricogni zione del le tecniche statistiche di andisi
multivariata utilizzabili per lo studio dellamultiregional ita e per i sistemi agicoli territo-
ridi. Dopo aver dedicato attenzione dla sceltadegli indicatori ed dl evarie trasformazioni
daadottarein presenzadi dati misurati su sca eeterogenee. Lo studio prende in considera-
zione lariduzione dd ladimensionalita. Preliminarmente dal |ato delgi indicatori usando
le componenti principdi e, in particolare, si approfondisce la dicotomia tra una andisi
degli indicatori effettuatain blocco ed unaeffettuata per blocchi di indicatori. In tae con-
testosi adoperanoi teoremi di Perron-Frobeniusedi Gantmacher per spiegare laricorren-
zadi certi risultati in tanti e diverse andisi delle componenti principali. Si passapoi alla
riduzione del numero di unita con le tecniche della analisi dei gruppi. Tultti i passi dd-
I’analisi sono stati speirmentati con simulazioni primadi essere applicati ai dati reali.

(*) Il capitolo efrutlo dellavoro edellarifl essione comune dei due autori che necondividono la responsa-
bilita. AGovanni Ananiava attribuita la stesura material edd paragrafo3.1.2 edd sottoparagrafointroduttivo
di qudlo 3.2.6-Gli altritresotlopar'grafi dd 3.2.6 sono stali redatti dai dueaotori assieme. Lerestanti parti
sono state scritte da Agostino Tar sitano.



3.1. Analisi multivariata ed applicazioni spaziali
Leandisi statisticheterritoriai a fini conoscitivi richiedono compl esseindagini investi-
gative che coinvolgono unamolteplicita di indicatori e, spesso, un dto numero di entita
territoridi. In tale situazione si comprende |'importanza di opportune tecniche di andisi
multivariatain grado di semplificare lastrutturadei dati, di evidenziare le variabili (reali o
latenti) i mportanti e di individuare relazioni e comportamenti tradi esse.

In questo capitol o vengono discussi i passaggi dell'iter metodologico attraverso i
quai & necessario passare d fme di definire il progetto esecutivo di una ricerca quae
guella chevogliamo redizzare.

3.1.1 L'unita statistica el'ambito di rilevazione

Ingenerale, I'unitadi rilevazione o unita stati stica e il soggetto elementare cui l'indagine si
rivolge. Puo trattarsi di una personafisica, di unoggetto, di un'azienda, di uno Stato oppu-
redi un gruppo di queste entitao di dtre che, dd punto di vistadd lI'indagine, formino un
tutt'uno. Le unita devono essere obiettivamente distingui bili le une dale dtre e deve pure
essere stabilito quali siano quelle che interessa considerare e quai debbano invecetrda-
sciarsi. Le unitasonoinserite in un sistemadi i dentificazione dI'i nterno del qua eé garan-
titalaloro distinguibilita e la conseguente corretta attribuzione dellamo-ddita. In genere,
le andisi statistiche trattano I'unita in modo anonimoo trascurandone | a locali zzazione
rispetto al ealtre. E' considerata sufficiente un‘accurata defi nizi onedell'unita che precisiil
luogo ed il periodo di tempo in cui deve essere effettuata la rilevazione; il fatto che una
unita sia esaminata prima di un'altra o dopo (ovvero che siavicina o lontana, in senso
temporale e/o spazide) pud anche non essererilevante a fini dell'andisi.

Neleindagini territoriai & di fondamentale interesse la di stribuzi one spaziale del le
modalita delle variabili ne presupposto ovvio cheil livello o o status da esse raggiunto
sig, d meno in parte, determinato dal fatto che |'unita abbia una certa collocazione e non
un'dtra In questo € determinante il tipo di unita geografica che si considera: arede,
reticolare,puntua e. Le unitadi ti po reticolare (canaizzazioni, fiumi, reti di distribuzione,
rotte di navigazione) e quele di tipo puntuae (centro-citta, dogane, porti, miniere, ec.)
non sono considerati dal lanostraricerca che si concentrainvece sulle unitadi tipo arede.

L'unitadi questo tipo érappresentatadaunapoligonae chiusaepuo siaessereun'entita
fisica: un'isola, unlago, un continente; oppure far parte dell asuddivisione in zone (zoni ng)
di un territorio. Ta esuddivi sionepud obbedire aprincipi diversi: anmini strativi (nazioni,
comuni, quartieri, etc.); funziondi (distretti telefonici, scolastici, comparti menti ferrovia-
r, etc.); ecologici (bacini idrografici, aree caratteri zzate da microclimi omogene, €tc.);
socioeconomiche (aree di diffusione di un dato dialetto, aree omogenee dd punto di vista
della espressione politica, bacini commerciali, etc.).

| dati rilevati sulle unita di tipo area e hanno caratteri stiche speciai che si riverbera-
no sull'applicabilitadi diverse tecniche statisti che:

) Le unita sono considerate, rispetto alle variabili studiate, del tutto omogenee a loro
interno: le misurazioni, cioe, potrebbero anche essere effettuate in punti diversi del la stes-
saunitaarea e, ma questo non traspare ed dl'unita e assegnata lamodalita prevalente nel
caso di variabile quaitativa o dtra misura di sintesi (ad esempio il totae) nd caso di
variabili quantitati ve.

2) Laloro selezione non e quasi mai casuae poiché ci sono tra di esserelazioni di conti-
guita all'interno dd territorio studiato poiché, di solito, compongono il mosaico di una
intera zona.



3) | valori asseguati dle unitadipendono dai contomi della stessa unita area €, cambiando
questi cambierebbero anche quelli. Ci sono percio problemi di variabilita del dato rispetto
dla scdaterritoriale e d livello di aggregazione prescelto.

4) Le osservazioni presentano sempre un certo grado di autocorre azi one spazid e che pud
rendere poco plausibilel'ipotesi di i ndipendenza campionaria.

5) L'esperienzaindica che la distribuzione degli indicatori su unitaarea i non € gaussiana,
ovvero lo @molto di rado.

3.1.2 Sceta dell e variabili

L'analisi de Sistemi Agricoli Territoridi in Italia(SAn) necessariamente si basa sull'uso
di informazi oni di naturamolto diversatral oro. | dati possono esserecosti tuiti dainforma-
zioni singol e 0 composite, grezze od elaborate, soggette in modo diverso ad errori 0 arbi-
trarietd, tutte ottenibili dala osservazione - diretta o indiretta - di un quache fenomeno
soggetto avariazioni. L'unico vincolo é chegli indicatori siano di tipo quanti tativo, conti-
nuo o discreto; sono anmessi anche i ranghi o le dicotomie, purchélevariabili di questo
tipo non siano numerose. La scetadd le variabili assume quindi una importanza parti-
colare e ad essa vanno destinate attenzione e risorse adeguate.

In generale, il primo passo non puo che essere la puntualizzazione delle macro-
determinanti che "a priori” si ritengono rilevanti per caraterizzare SATI traloro diversi.
Lo schema presentato in Anania, Bonetti e Cannata (1984) e qudlo, piu arti colato, propo-
sto in Cannata costituiscono utili punti di partenza. La ricerca redli zzata nd I'ambito del
progetto finalizzato IPRA dd CNR éa successiva sedi mentazi one dei risultati raggiunti
consentono di raggiungere oggi un maggiore livello di articolazione del nessi causdi che
concorrono a "spiegare" i differenti SATI rispetto a quelli ddinesti in qudlaricerca E'
bene richiamare, tra I'dtro, che, sein Cannatae in Anania, Bonetti e Cannata I'obiettivo,
ameno inizid e, eraquello di analizzare le emergenze spaziali di margindita, qui |'obietti
vo e esplicitamente diverso, ed & quello di individuarei differenti SAn ela loro distribu-
zione sul territorio.

Individuate "a priori" le macro-determinanti dei SATI, il passo successivo e dato
ddla ricerca ddle informazioni ad esse re ative effettivamente disponibili al livello di
disaggregazione prescelto, nel nostro caso, il comune. A partire dal risultato di questo
lavoro di ricerca sara necessaria una ulteriore rifl essione da parte dei ricercatori sugli
indicatori che, sulla base delle informazioni elemeutari disponibili, € possibile costruire
(ad esempio, in acuni ambiti, come in quello demografico, esistono in letteratura delle
proposte di indicatori che, a partire sostanzialmente da informazioni dementari simili a
guelle utilizzate nell'ambito della ricerca IPRA, portano ad indicatori assa piu ricchi di
informazioni).

A questo punto, compl etata la raccol ta dell ei nformazioni el aproduzi onedegli indi-
catori "di base", sarebbe util e redizzare un'andisi pilota di tipo esplorativo dell e variabili
cosl ottenute. L'obi ettivo di questo passaggio e di scandagliare le relazi oni esistenti tra gl
indicatori di base. Questa procedura, in veritaassai rapida, consentiratra l'altro di verifi-
care |'esistenza di inutili duplicazioni di informazioni. L'anaisi esploraiva pud basarsi
sull'uso di una o piu delle seguenti tecniche, analisi delle componenti principali, andisi
ddlamatricedei coefficienti di correlazione, clustering delevariabili, e multidimensional
scaling.

Il risultato di questafase dd percorso metodologi co e |'indivi duazi one dell amatri ce
"definitiva' del dati, X, che costi- tuira I'oggetto dell'andisi. Si tratera di una matrice



rettangolare di dimensioni (n xm) , in cui le n righe saranno costituite dai comuni oggetto
di indagine, elem colonnerappresenteranno i va ori degli "indicatori di base" che sono
stati osservati in ciascun comune. Indichiamo con Xij il valore chelo j-esimo "indicatore
di base' assume nel comune i-esimo.

Indicatori
Comuni X1 X2 L. Xj e Xm
1 X11 X12 e X1j e X1im
2 X21 X22 ... X2 e xX2m
li Xil Xj2 ... Xij e Xim
In Xnl Xn2 0 Xn e Xnm

Lerelazioni esistenti traleinformazioni costituite dagli indicatori sono considerate nella
meatrice di devianze-codevianzeglobali T:

n

7= 30 -l ) =(-D)S eon =

dove S élamatricedi varianze-covarianze, x, eil vettore deivalori assunti daglim indica-
tori nell'i-esimo comune e L el vettore delle medie degli "m" indicatori. Potratrattarsi di
variabili originarie, di rapporti di variabili (ad esempio delle inisure pro-capite), di per-
centuali, di scarti, etc.

E' su questa matrice che si baseranno le tecniche di analisimulti variatadanoi scelte
per effettuare laricerca le componenti principdi ela cluster andysis.

3.13 Trasformazoni preliminari

Unavolta definita la matrice X bisogna vautare I'opportunita di reaizzare o meno delle
trasformazioni preliminari sugli indicatori e questo, in buonamisura, dipenderadalla pro-
ceduradi sintesi che verra prescelta, Poichéi caratteri originari potrebbero esseremisurati
in scale eterogenee (etain anni, reddito in lire, rapporti in percentud e, etc.) oppure pre-
sentare liveli medi molto diversi, od ancoraavere campi di variazi one pit 0 meno limita-
ti, & pratica comune misurare gli indicatori in unita standard, cioé espresse come scarto
ddla mediaaritmeticadiviso per la deviazione standard:

Z = X”o;]u’ con E(Zj) =0 eoc’(z)

Cosl facendo ad esempio, I'andisi delle componenti principali, si basera sulla matrice dei
coefficienti di correlazione invece che sullamatrice delle varianze-covarianze. Infatti:
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Lavarianzadegli indicatori determinail peso attribuito aciascuno di essi nell'analisi delle
componenti princi pai. Mentre le differenze di vari abilita dovute ale differenti scale sono
nel nostro caso sicuramente da considerare come non desiderabili, le differenze ndle va-
riabilitadovuteafattori diversi dalla scaa costituiscono unainformazione "per s€' che, se
possibile, sarebbe meglio non perdere, In generde, sarebbe auspicabile definire degli "in-
dicatori di base' espressi in scala comparabile, onde, evitare la standardi zzazione e il
conseguente gppiatti mento dell e vari anze che ne deriva.

Levariabili standardizzate sono un caso particol are di unaclasse di trasformazioni
basate sull arel azi one li neare:

X —Ci E: = misura di centralita
AT J
A)Y; = y dove

i Bv; =misura di variabilita
In tale classe rientrano, oltre alla gia citata standardizzazi one, le seguenti trasformazioni:

Xij—min(Xj) A Y = Xij_Me(Xj
max(X; ) =min(X;) " Qi) - QX))

J J

Xij _H(Xj)

(%)

dove Q el'i-esimo quartile, M_lamedianae S, & lo scostamen- to semplice medio dell‘in-
dicatorej-esimo da parametro 6,

Al Y =

; AJ) Y =

5 [X; -8,
Se(Xj):Ln]l con min(Xj)sejsmax(Xj)

Letrasformazioni ddlaclasse"A" sono caratteri zzate dal fatto che medie e varianze

sono costanti rispetto acambiamenti di scala, siaadditi vi chemolti plicati vi: cioe sommare
e/o moltiplicare per unacostante non nullale variabili "X" non dterale medie e varianze
ddle risultanti "Y",

LaAl portail campo di variazionede dati osservati trazero e uno, ma mantiene la
diversita tra medie e varianze dei vari indicatori coinvolti nell'andisi, Lo stesso succede
conlaAZ, tranne che ora meta dei valori osservati di ogni indicatore € negativae l'altra
meta positiva. LaA3 portalatrasformata ad avere mediazero come ndll e standardizzate,



Laclassedi trasformazioni A" miraad un confronto della variabilitanon in base ad una
misura assoluta, ma a partire dal rapporto tra due misure di variabilita cacolate sullo
stesso indicatore. Sequesto non gppare ddl tutto soddisfacente, si puo pensare di sostituire
lamisuradi variabilita d denominatore con un generico parametro di scalaed utilizzare
comeriferimento del numeratore un qualsiasi parametro di traslazione di livelo:

X = Ci i1 = parametro di livello(traslazione)
B) Y, =% dove O’ _
: Cj2 Ft; 2 = parametro di scala

Ecco Ire esempi ddlaclasse"B ":

emnle) X))
; ij ' 1

(%) u(x;) u(x;)

Letrasformazioni di questaclasse, comequdlein”A", sono invarianti rispetto a trasfor-
mazi oni molti plicati ve, ma sono deformate datrasformazioni additive. Le mediee leva-
rianze dell e trasformazioni dellaclasse"B" sono:

B1) Y =

Anchein gquesto caso sono preservate le differenzetramedie e varianze; in parti colare, per
laB 1 essendo

il confrouto della variabilita passaper i coefficienti di variazione che, oltre ad essere co-
stanti rispetto avariazioui proporzionai, sono comparabili con il massimo raggiungibile
sugli "n" dati ecio&

2 .
o (Yj)s (-1 sec< mln(Xj)
Unascdtamolto interessante del parametro di scala € la norma euclidea del vettore for-

mato dalle osservazioni ddll'indicatorej-esimo:

9y =g K= B0
, _



In questo caso gli indicatori avrebbero le seguenti caratteristiche:

che preservale differenze tra medie e varianze pur assicurando |'indipendenza rispetto a
variazioni proporzionali. Lamatricedi varianre covarianre dell e trasformate "B4" haca-
ratteristiche molto simili alla matrice di correlazione (o, sesi vuole, dellamatrice di va-
rianze-covari anze ddl e standardizzate). I nfatti

ijxkl RS
“ARIE IR

dove o} e l'angolo frai due indicatori visti come vettori n-dimensiondi. Quindi gli ele-
menti sono tutti tra-1 e + |. Inoltre, sulla diagonale si ha

Cov(Y;,Y))

= cos(@;)

E' ovvio che se le variabili sono misurate come scarti dalla media, cioe ¢, = i, la B4
coincide (aparteladivisione per n)con lastandardizzazione.

L'uso ddlle variabili trasformate linearmente eimina molti problemi relativi ale
unitadi misura (ma ne aggiunge dtri, come vedremo). Ta volta pero puo vaere la pena di
considerare dell e trasformazi oni non lineari, qudi ad esempio la Box-Cox

Per A=1/2 si halatrasformazione: Y= 2(VX-1); per A=-1si halareciprocaY=1 - I/X

Lo scopo delle Box-Cox édi rendere fadlstrl buzione ddlle trasformate piu vici nea
modell o gaussiano (complicando pero | einterpretazi oni delle componenti cherisultereb-
bero espressein variabili fittizie, anche se coll egate a quelle originarie da una relazione
monotonad). Poiché sialaandisi delle componenti principai chelacluster analysis, per la
loro naturaesplorati va, possono presci ndere daconsiderazioni inferenzia i (checi permet-
tono di mettere da parte la necessita di assumere una distribuzi one gaussianadegli indica-
tori) le trasformazioni aquesto finadizzate non sono nel nostro caso necessarie Una qual -
che possibilita andrebbe forse | asciata alla trasformazione logaritmi ca che hail merito di
rendere uguale la varlanza di indicatori misurati su scale tra di loro proporzionali:
Var(Log(aXJ)) = Var (Log(X)] ovvero ad altre trasformazi oni stabili zzatrici dellavarianza,
qudi quella cubicao qudlaquadrati ca



3.2 L'analisi dellecomponenti principali
Latecnicade le componenti principai € uno strumento di sintesi parti colarmente prezio-
so. Essa, contribui sce in maniera determinante afar chiarezza nelle relazioni lineari, piu o
meno latenti, tragli indicatori e suggerisce le linee strategi che pit appropriate per confer-
mare 0 smentire il quadro dell e ipotesi fondamentali della ricerca

Laprocedura ha per scopo latrasformazione di m indicatori
X, X,,....X_inunnuovo insiemedi variabili ortogonali Y,, Y2,...,Yp tdi che

|. @molto piu piccolo di m(redisticamente: [M/6] <p <[n/3] )
2. Ogni Y, e unacombinazione lineare delle X

Y =g1% tapXo . Xy 1=12,...,p

3. Lanormade vettori a € unitaria: a'a =1 . La metrica scdlta, la matrice identita |, e
guella euclidea, masi potrebbe usare unaqual siasi atramatrice simmetrica positiva defi-
nitae vincol are lacomponente alarelazionea'Ba =1, con il risultato pero di aumentare
in questo caso I'arbitrarieta, dato chesi dovrafissarenon soloil va ore della norma (che
non necessariamente deve essere unitaria), maanchelamatriceB .

4. La prima componente Y; e la combinazione lineare a|tX che rende massima
Var (a,'X)=a,'Sa; sotto il vincolo a;'a; =1. Questo implica che a, sia I' autovettore
normali zzato associato a I’ autovalore massimo A 4, di S.

5. Lecomponenti successivedlaprimasi determinano, solitamente, comel acombinazione
lineare cr:e rende massima Var(aitx_):aitSz?li sotto i vincoli a'g; =1 e cov(&X,g;X)=0
OVVEro g ai_j—O per i=23,...pepe j=1,...,1-1.

6. Lamatrice di varianze-covarianze dell e componenti Y € lamatrice diagona e composta
dagli autovd ori )\(i) della matrice S(lamatrice di varianze-covarianze):

E(YlYJt) =L = Diag()\(l),)\(z),...,)\(p)) con )\(1) 2 )\(2) =... 2)\(p)

Traquesta e la matrice S esiste I'importante ~lazione: L = ASA! g, poiché la matrice A &
ortogonde cioé AAt =1, abbiamo Tr(L)=Tr(ASAY=Tr (AAIS)=Tr(S) cosicché la somma
ddle varianze di tuttel ecomponenti coinci deconlasomma dell evarianzedegli indicatori
originari.

7. Lamatrice S puo esserericostruitaa partire dai suoi autovalori e dagli autovettori ad
essi collegati. Infatti:

m t m ¢
S=_Zl?\(i)aiai con _216\6\ =1
i= i=

atro non e che la decomposizione spettrale della matrice S. E' ovvio che il numero di
componenti p~scelte sara tae che le differenze tra la S e la sua ricostruzione in base ai
primi p autovettori siano trascurabili .

Quando si opera in un contesto territoride a fini di ricerca socioeconomica si
considera, di solito, una gammamolto ampia di variabili, per cui non sono infrequenti i



casi di sovrapposizione di informazione in cui, pur senza arrivare d punto limite di un
indicatore defacto duplicato di unaltro, si verificaunedevatogradodi correlazionelineare
tradi essi. Peratro, gli effetti di unaforte multicollinearita non sono, nel nostro contesto,
da considerare con preoccupazione, in guanto essi si tradurranno nell’ accorpamento in
una nuova variabile unica degli effetti dovuti agli indicatori legati dal rapporto di
multicoll inearita.

3.2.1 Confronto con I'anali sifattoriale

Primadi passareadiscutereafondo lepeculiaritadel aproceduradi andi si delle componenti
principali € necessario un confronto di massima con laprocedura rivae: |’ analisi fattoria-
le. Cominceremo la discussone su questo punto crucideddl eandisi territoridi richiamando
unaaffermazione contenutanel manuae dd “ Systat” (uno del packages stetistici piu diffusi):

Nonostante qualcuno tra gli utilizzatori dell’ analisi fattoriale sia molto suscettibile su
guesto punto e voglia riservare il termine * analisi fattoriale’ per il solo moddlo dei
fattori comuni, i risultati ottenuti utilizzando su dati reali |’ analisifattoriale e I'analisi
delle componenti principali raramente presentano differenze significative, (Wilkinson,
1987, pag. F-2)

Ladifferenza traandisi fatoria e e andisi delle componenti principai non é tanto nel
risultati o nel metodi di ca colo, quanto nell o schemateorico da cui muovono. L'ideadi
fondo del modéllo di analisi fattoride e che gli “m” indicatori X;, X,,..., X, possano
essere espressi, al netto di un termine di errore, come combinazioni lineari di p
superindicatori ortogondi (fattori comuni) Y4, Ys,..., Yp tai che

Xi ZQ1Y1+ai2Y2+"'+aimYp +g 1 =12,...,m

ovvero X=AY+edovedli g j Ssono i pesi fattoridi ed g eun termine di errore, detto fattore
specifico, perchélegato d solo indicei.

Siaquestaprocedurachequeladedlecomponenti princi pai hanno lo stesso obiettivo:
lari duzione del ladimensionaitadal lato degliindicatori. Laandisi fattori ae pero tentadi
raggiungerlo postulando un modello di relazione lineare tra variabili originarie e fattori
comuni costruito su di una serie di ipotesi:

1) E(e)=E(Y)=0; 2) E(eet) = W (diagonale);
3) E(YeY) =0; 4) E(YYY = | (matrice identit)

Laformulazione & simile aquella di un modello di regressione multiequazi onde lineare,
ma con una sostanziae eccezione. Nl moded lo di andisi fattoriale lamatrice A éincog-
nita comelo sono i fattori specifici e. Tirando le somme si vede come questa procedura
dovrebbestimareun numero di parametri superiore a numero di osservazi oni, con evidenti
einsuperabili problemi di indeterminatezza.

L'andisi delle componenti principali si basa su ipotesi molto meno specifiche e
quindi non portaaverifiche di particolari ipotesi sulla strutturadelle rel azioni tragli indi-



catori. Tde procedUra costituisce solo un modo diverso, piu semplice, di rappresentare
con unatrasformazi one le stesse informazioni.

Il confronto Iraandisi fattorid eeand isi dellecomponenti € esaurientemente condotto
in Jolliffe (1986) dove sono messe in risdto analogi e e difformitatrale due tecniche e che
qui ri prendiamo sommariamente. Innanzitutto, I’ andi si fattoriale produce in genere meno
fattori comuni di quanti non ne suggerisca |’andisi delle componenti e questo perché
laddovein questasono possibili delle componenti separate (connessead unasolavariabil €),
nessun fattore comune puo invece essere legato a meno di due variabili (se cosl non fosse
il corrispondente fattore comune Y confluirebbe, confondendosi, nel fattore specifico €).
Ai fini ddla riduzione della dimensiondita sembrerebbe quindipiu efficiente I'andisi
fattoride, anche se“ingabbiare’ in un fattore unico due o piu indicatori atrimenti distinti
potrebbe portare ad interpretazioni forzose.

Un dtro punto rilevante e che entrambe le tecniche hanno come oggetro la matrice
di varianze-covarianze S (di indicatori variamente trasformati), ma, mentre|’andisi delle
componenti principai si concentra soprattutto sugli elementi della diagonde in quanto
cerca di massimizzare la varianza delle componenti, |’analisi fattori aie cerca di
massimi zzare la rappresentazione degli e ementi di S fuori delladiagonde. Infatti, laSé
consideratacome la sommadi dtreduematricic S=A*A' +W¥ epoichéWP ediagonaleil
termi ne dei fattori comuni AY € piu influenzato dalle covarianze che non dd le varianze.
Da notare poi chei “punteggi fattoriali” usati in entrambe le tecni che sono ottenibili in
maniera esatta da | ‘analisi delle componenti principai dato che queste sono ddle fun-
zioni lineari deterministi chedel levariabili origi narie. L o stesso non épossibileper |’ andisi
fattorideinquanto, nellare azione chelegale Xele Ycompareil vettore incognito “€’ ed
i punteggi debbono essere stimati. Infine, ¢’ € la diversa regttivita dell e due tecniche alla
dterazione del numerodi componenti utilizzate. Sep passada p, ap,con p,>p, si introdu-
cono (p, - p;) huove componenti, ma le prime p; non scompaono e non si modificano.
Ndl’analisi fattoriale, I'aumento del numero di fattori, portaalla completaridefinizione
di tutti i fattori efrai nuovi p, potrebbero non comparire uno o piu dei fattori ottenuti per
p=p;. In conclusione si puo dire che la scelta tra le due procedure dovra essere guidata
ddle finalitadel’analisi: sesi éinteressati ad unaesplorazione de dati che prescinda da
particolari modelli dlora la “semplicita” dell’analisi delle componenti principali &
preferibile. Seinvece i dati si prestano alla formulazione in termini di variabili endogene
efattori esogeni diviene dloraappropriatal’ analisi fattoria e. Le duetecniche nonsonoin
competizione, anzi possono essere util mente impiegate sull o stesso insieme di dati.

3.2.2 Componenti principali ed unita di misura

Come abbiamo gia avuto modo di dire é piuttosto frequente cacolare le componenti
principali dopo aver standardizzato gli indicatori. Questa operazione si redizza con il
prodotto di matrici Z=CXD dove X elamatrice (nxm) degli indicatori nellascalaoriginal e,
Clamatrice di centramento (simmetrica e idempotente) tae che CX sialamatri ce di scarti
degli indicatori dalle rispettive medie, cioe:

L

uutE

c={-
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(con u vettore (nxl) formato dasoli uno); D € una matrice diagonale formata dai reciproci
degli scarti quadrati ci medi:

0 O
Dzdiag%,%,...,é% dove s =

Lastandardizzazioneportaad estrarrele componenti da lamatri cedi correlazione Rinvece
cheddlamatricedi varianzecovarianze S.

O 0
o n-1
R=2Z=DX' CCXD =DX'CXD = KX con K—dlagﬁ‘/:s. ﬁ
j

La procedura di cacolo € la stessa ma i risultati sono molto diversi e non c’é alcuna
relazione immedi ata che permetta di ottenerele componenti principai della S una volta
cacolati queli della R.

Chatfield e Collins (1980) dimostrano che le componenti principali di S sono di-
versedaque ledi R (odi qud siasi dtramatrice ottenibile conlapre- e post-molti plicazione
per unamatrice diagonde), tranne che nei casi seguenti:
|. La matrice di varianze-covarianze coincide con quella di correlazione. Il caso e

improbabile, masi ha, ad esempio, se

s3]

1 per i#]|

2, Gli elementi sulla diagonde di K sono tutti uguali, di modo che K=al dove a éla
costante in di agond e, Questo signi ficherebbechele vari abili sono scalate al o stesso
modo e cio ha senso solo segli indi catori hanno la stessavari anza, il che renderebbe
superfluo Il ricorso dla standardi zzazione,

3, Né caso che sulladiagonaledi K ci siano elementi uguali agruppi, gli i ndicatori collegati
agli elementi uguali possono esserecorreati tradi loro, madebbono essereincorre ati
con gli dtri, Se tutti gli dementi sono diversi dlora S deve essere una matrice
diagonal e, ma ci 0 renderebbe superflua I’andisi delle componenti principdi visto
che ogni indicatore si i dentificherebbe con una e una sola speci fica componente.

Estrazione dell e componenti da indi catori trasfor mati
La sensibilita delle componenti principdi a tipo di scaling effettuato sugli indicatori le
rende aspetti non univoci delamatrice de dati, Sein un gruppo di indicatori ci fosse una
chiara gerarchia di variabilita, le componenti principdi riporteranno fedelmente tale
gerarchiasenza badare troppo alla struttura del le covarianze e saranno incuranti di quegli
aspetti latenti etrasversdi di cui si € dlaricerca,

Per confermare questa asserzione si e dudiato un campione di 2000 entita da una
distribuzi one multinormae di ordine 5 avente
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Una matrice di varianze-covarianze con eementi tutti positivi & abbastanza comune in
molti contesti applicativi: socio-economici, biometrici, psicometrici, Datae matriceaffiora
unaprima (e molto spesso lasola significativa) componente che € media ponderata (con
pesi tutti dello stesso segno) degli indicatori e che coglie I'aspetto dimensiona e de
fenomeno, cioe qud fatore che induce I’ accrescimento congiunto di tutti gli aspetti
considerati dai vari indicatori (tomeremo su questo punto nel paragrafo 3.2.6).

L’ analisi delle componenti principali condotta sulla matrice R dei dati campionari
daluogo a seguenti risultati essenzidi:

%).90 005 0.09 -0.16 —0.39E

%).81 0.07 015 -047 0.30E

A =[2.310.930.840.66 0.26] =
A= g).a? 012 040 061 010F

PVS=[46.318.516.813.25.2] 51 031 -078 018 006
_ _ . : 06

H).SS -090 -020 0.10 0.04E

dovePV S élapercentuae di vari abil ita spiegata dal a componente. La primacomponente
e qud fattore dimensionde di cui si diceva (lamatrice A ha come colonne le componenti;
per righesi leggonoi pesi chelevariabil i assumono nelle componenti stesse). Lecomponent
successive presentano ciascuna un peso molto piu rilevante rispetto agli atri denotando il
loro coll egamento ad un singolo indicatore: 23v5, 33/v4, 4%v3 e53vl. La gerarchiadelle
varianzeé in buonasostanzari spettata, anche sev2, con varianza maggiore di vl, spartisce
la suainfl uenza su tutte le componenti tranne la seconda

Sel’analisi delle componenti principali € condotta sulla S campionariacon gli i ndicatori
in scala naturale si hanno invecei risultati:

%).49 063 0.67 -0.62 —0.72E

%).52 072 0.89 -155 0.35E

A =[32.88 16.81 8.27 3.39 0.65] C
A= %).60 098 245 081 0.09

- L
PVS=[53.0 27.1 13.3 55 1.]] %)85 C

378 -097 020 004
%.59 -0.80 -0.20 0.08 0.0ZE



Anche in questo caso sono confermate | e attese: |'indicatore con la varianza piu dta e
associato ala componente piu rilevante e la caratterizza in modo esclusivo. Si profila
inoltre unagraduatoriadi componenti/indicatori chesegueri gorosamente |’ ordine stabilito
ddle varianze degli indicatori stessi. E' per questo chee diffusaefortel araccomandazione
che I'andisi delle componentiprincipali debba applicarsi solo ade groppi di indicatori
che giain scda origioale abbiano variabilita sostanzid mente uniforme. L a scelta cade
spesso sulla preliminare standardi zzazione:

Xij —H;

Oj

Z; = j=12..,m

in quanto elimina le differenze rispetto dla mediae rispetto alavarianza che diventano
ugudi per tutti gli indicatori: zero laprimae uno la seconda (questo implica chel’ andi si
delle componenti sia effettuata sulla matrice R).

Se per la media il problema non é crucide dato che gli indicatori entrerebbero
nell’ andisi come scarti dalle rispettive medie originarie, per lavarianzala questione € piu
seria. Non ' e infatti dcunaragione di pensate che tutti gli indicatori stiano sull o stesso
piano dal punto di vista delavariabilita la standardi zzazione rende ugudi le varianze e
dungue annulla, oltre alle differenze dovute dla diversita di scala, anche quelle proprie,
dovute alla maggiore dinamica di certi indicatori rispetto ad dtri. L'uso delle variabili
standardizzatedovrebbelimitarsi solo aque le situazioni i n cui non esista, al meno apriori,
unagerarchiadi variabilitatragli indicatori.

Forme alternati ve di standardizzazione

La discussione fata nel paragrafo 3.1.3 ha mostrato come I’indi pendenza dall’ unita di

misura possa essere raggiunta da trasformazioni tipo Z, che preservano le differenze tra

medie e variabilita, por rimanendo invarianti rispetto ai cambiamenti di scda
Applichiamo al campione gia considerato nel precedente sottoparagrafo la

trasformazione unitariaAl:

U = X; —min(XJ-)

: max(xj) —min(Xj)
Per i soliti parametri di riferimento si ottiene:

Medie =[0.48 0.49 0.47 050 0.51]; dev.std. =[0.15 0.13 0.15 0.16 0.16]

con una sostanzia e uniformita tra medi e e varianze senza arrivare dla identita perfetta.
L'andisi effettuatasulla“S’ degli indicatori unitarizzati comportai seguenti risultati:



%).13 0.00 0.03 -0.02 —0.66E

g).lz 001 0.04 -0.07 0.04E

A =[0.05 0.02 0.02 0.02 0.01] -
A=[011 001 004 010 001

PVS=[445 20.1 18.1 12.7 4.6] Bo8 001 -012 000 001E
08 001 -012 O O1F

&).06 -0.14 -0.06 0.00 0.00E

Senon si tiene conto de livelli numerici dei pesi delle componenti, non si i ntravvedono
differenze apprezzabili rispetto a risultati ottenuti partendo dalamatrice di correlazione,
senon unapiu chiaradistinzione del legame trala quintacomponentee V 1. Rimanepera tro
la confusione sulla V2 che é ancora collegata, pur con segni discordanti, a tutte le
componenti. Andizziamo ora adcune trasformazioni della classe B, segnatamente la
divisione degli indicatori per | ari spettivamedia aritmeticachee suggeritada Rizzi (1985)

-5

U,
M

]

Lemedie dei nuovi indicatori sono tutte pari ad uno con deviazioni standard: [0.70 0.51
0.47 0.49 0.57], che coincidono con i coefficienti di variazione:

Questa trasformazione, come si e visto nel paragrafo 3.1.3, annulla le differenze di
variabilitaattribuibili adei cambiamenti di scal a, ma mantiene quelle dovute atraslazioni
dilivello. Lavariabilitamaggioresi riscontraorasuV 1eV5mentre le dtre rimangono su
di un piano di parita

L'andisi delle componenti principai sulla S degli indicatori U implica

%).67 0.08 0.07 0.04 —0.18E

@.40 008 0.11 0.16 0.22E

A =[0.78 0.30 0.28 0.15 0.09] C
A= %).29 004 002 -035 0.08

- L
PVS=[51.0 19.7 13.9 9.6 5.6] %)21 C

006 -044 003 003
&).20 -0.53 -0.03 -0.01 0.0ZE

Questi risultati sono piuttosto coerenti con quanto ¢i si aspettava: ¢’ el fattoredi mensionde
e I"abbinamento componente/i ndicatore segue I'ordine di importanza sulla base de
coefficientedi variazione; V1 e V2 si combinano nella prima e si contrastano nd I’ ultima



componente. 11 tutto avviene con contorni piu netti rispetto a quanto ottenuto con la
unitarizzazione e perd troinmodo similed |’ esito del lastandardizzazi one. Poichéi “fattori”

che si ottengono da I’ analisi delle componenti principali sono solitamente espressi con
media zero, si tende ad adottare trasformazoni che diano questa garanzia. A td fine basta
adottare (si veda piu avanti il rel ativo sottoparagrafo) trasformazioni che inducano media
zero negli indicatori trasformati : ad esempio per laA3:

| risultati ovviamente non cambiano visto che la covarianza e cacolata comunquein ter-
mini di scarti dalla media, cioé Cov(Xi,Xj) = Cov(Xi-ui,X]-,-uj). Esaminiamo ora la
“normalizzazione degli indicatori”, cioé la divisione ddle variabili per la loro norma
euclidea

=100 —;

I I

in cui la molti plicazi one per la costante 100 ha il solo scopo di espandere I’ ordine di
grandezza numerica e limitare gli errori di gpprossimazione. L’ analisi delle componenti
principali sullanuova S daluogo a

%1..21 014 014 0.10 —0.37E

%)81 016 024 0.34 0.40E

A=[2.85 1.15 0.86 0.61 0.37] =
- g) 61 010 006 -070 0.5¢
PVS=[49.3 19.8 14.8 105 5.6] %)43 015 088 000 oer

H)AO -1.03 -0.07 0.01 0.03E

| risultati non differiscono nella sostanza da queli ottenuti con standardizzazione o con la
unitarizzazione. Tuttavia, si hal’impressione che questi ottenuti dala normalizzazione
siano piu nitidi: ¢’ einfatti una maggiore differenzatrai pesi rilevanti e quelli no; epiu
regolare I’ abbinamento componente variabile: C2/VV5, C3/V4, C4/NV 3 e C5/V 2; émeglio
evidenteil contrasto ddla V1 eddlaV 2 nella quinta componente.

Esamini amo ora anche unatrasformazi one non lineare:

Lij: |_n[)(ij +Cj] ;o )=FL2,..,m

dove ¢ € una costante che rende positivo, per ogni unita i, I’argomento del logaritmo (la
costante aggi unta puo essereomessane caso |’ indi catore sia positivo per costruzione). Ad
esempio ¢; = o -min(X;) con a> 0. Questascelta rende la trasformazione costante rispetto
a traslazioni di livello perché annullati dallo scarto rispetto d minimo; I’ effetto dei
cambiamenti di scala moltiplicativi sullavariabilitapud essere anmorti zzato scegliendo
la a abbastanzapiccola: ad esempio a=0.0001.



L’ analisi delle componenti principai sulla S degli indicatori L produce:

%).35 004 005 0.08 —0.19E

g).so 009 009 0.19 0.15E

A =[0.36 0.16 0.15 0.13 0.06] As %) 2 00l 007 -029 005C
PVS=[415 187 17.7 14.7 7.3] %) g | | . ol
1

035 -013 004 002
12 -017 -035 -002 002"

Al solito, eriprodottaa primo posto lacomponente dimensionale, anche se qui il peso di
V3eémaggioredi quelodi V2; in aggiunta, | avariabilitaspiegata dd la prima componente
e laminore rispetto a quella che spiegavano le dtre prime componenti in tutte le prove
condotte. E' anchescambiatala graduatoriatraV4 eV 5dato che oraV4 e associataala2a
componente e V5 dla3a. La quarta elaquinta componente hanno una struttura simile a
guelle ottenute con | e altre trasformazi oni; in particolare, non &€ confermata |amaggiore
presenzadd laV 2 sulla quintacomponentechehai nfatti un peso, inva oreassolao, minore
ddla VI, perdtro gia presente sull a prima componente.

Le prove effettuate non hanno certo pretesa di proporre conclusioni sul problema
ddl’unita di misura nell’andisi delle componenti principali. Piuttosto, confermano che
tale problema diventa centra e se gli indicatori sono espressi in scale eterogenee. La
standardizzazionein questo caso, pur semplificando i tennini della questione, provocaun
uso inefficiente dele informazioni contenute nei dati origindi, in cui le differenze nei
livelli assoluti e ndla variabilita sono impananti di per sé magari perché legati dla
particolare defini zione ddle unitadi osservazione.

In dtemativa dle variabili standardizzate si puo fare ricorso a diverse formule di
trasformazione tra cui scegliere que lacherisulti pit neutrale rispetto agli indicatori di cui
si dispone e agli obiettivi dello studio. La nostra speri mentazione da dei suggerimenti in
guesto senso (ad esempio la normdizzazione si candida naturalmente a sostituire la
standardi zzazione) senza ovviamente poter fornire, per le caratteristiche proprie della
simulazione redi zzata, indicazioni di naturagenerae.

3.2.3 Alcune nole sull” analisi del/e componenti princi pali
In questo paragrafo presentiamo d cuni risultati utili per redizzare edinterpretare |’ andisi
delle componenti principali.

Normalizzazione

Lecomponenti principali sono determinate ameno di una costantescalare, cioese a euna
componente princi pae 1o é anche ba;, con b scaare non nullo. Questaindetermi natezza e
risolta vincolando la norma delle componenti ad un livello arbitrario, ma prefissato (in
generesi sceglie a]-'a]- =1, questo permettedi compararei pesi degli indicatori su componenti
diverse in quanto ora variano tutti nell’intervalo [-1,l]]. La normaizzazione puod anche
farsi in un modo piu articolato con la trasformazione: bj = a,-‘/)\_i per i=l, 2, ...,p.Intal

caso lanormade le componenti € pari a



b = (JA Ja'a A =hiata = A

Gli dementi ddl’ autovettore bj sono tdi chei pesi reativi ale componenti piu importanti
(cioé con maggiore variabilitd) sono piu grandi di queli associati dle componenti meno
rilevanti e questo dovrebbe facilitare |’ interpretazione dell e componenti principali.

Relazioni tra camponenti eindicatori
Larelazionetra le componenti y egli indicatori x € sintetizzata dal prodotto scd are:

Y =a'X,i=12...,p

dovea, eil vettorede pesi chedescriveil modoin cui ogni vari abileentranella componente.
Il vettore Y; e unadelle “supervariabili” che sostituiragli indicatori originali nelle analisi
successive. Per meglio comprendere la natura di tai supervariabili vediamone le
caratteristiche saienti. Fermo restando che, per costruzione, lavarianza di Y; e uguae
al’autovd orei-esimo de lamatrice S, lasuamediae

E(Y,)=E(a'x)=a'y, i=1,2,...,p

che dipende percio dal la trasformazi one adottata (si vedail paragrafo 3.1.3). Ad esempio,
nel caso ddlatrasformazione B3 (che implicapu=1) lamedia di ogni componente sarebbe
paridlasommade suoi pesi. Invece, nel casodi traslazioni di livel lotdi che u=0, sarebbe
nullaanchelamedia ddl’ indi catore. Per | acorrelazionelineare tracomponenti ed i ndicatori
abbiamo:

E(X, ) ~E(X)E(Y) _E(X;X'a)-nE(u'a) _S'a-nE(W'a)

o(xp(v) oy oA

dove S, élaj-esimariga dellaS. Poiche per costruzionesi ha: Sj‘ai =\;a si avraanche

Sj'a; =&y equind

_hiaj T E(uta)

Cor(xi’Yi)‘ o N

Lalettura di questaformulanon eimmediata. Nel caso di variabili standardizzate (Sj =1;
u=0) si haCor(X;,Y) = JAja; = by; per cui il coefficiente normalizzato nel senso del
sottoparagraf o precedente e pari al coeffici entedi corrdazionetra componenteedindicatore
guando questi € misurato in unita standard. Se si ha solo uj:O lacorrelazione diventa:



A
Cor(. %)= 4 72
J

0 -

e cioé proporzionade a peso con un coefficiente di proporzionalita che e pari al ragpporto
trala deviazione standard della componente e quelladd I’ indi catore.

Presenza di autovalori eguali

Lasimmetriaddlamatricedi varianze-covarianze garanti sce

che gli autovalori daessaricavati siano tutti reali e chele componenti siano pureredi etra
di loro ortogonai. Non ¢’ epero garanziachegli autovalori siano distinti. Sel ;, él’ autovalore
i-esimo in ordinedecrescentedi grandezzadellamatrice di varianzecovarianze Y épossibile
cheligiyy = ligr2) = - =1(ge) Cli autovettori associati ad autova ori multipli non possono
essere determl nati unlvocamente (ci sono uno o piu gradi di liberta, a secondo del vaore
assunto dak) e lavarianza ad essi associata e lastessa. E' chiaro che essi andranno inseriti
oesclusi inbl occo dall ecomponenti da trattenere per | eandi si successive. Ad esempio, se
gli indicatori dessero luogo ad unamatrice di varianze-covarianze “ eguaizzata” del tipo
menzi onato da Motrison (1967)

Ellprpg

%)1Lpp%
S:OZHAMOM M%con O<p<1

P o L 1 pp

B p L p 10

al’autova ore massimo )\(|) = o 1+(m-)p] & associato |’ autovettore normalizzato:
a; = m‘°‘5,m‘°'5,...,m‘°'5] chespiegail 100[ 1+ (m-)p/mdi variabilita Gli altri autovaori
sono tutti ugudi tra di loro (infatti: )\()— o(1-p) per i = 2,3,...m egli dtri autovettori
sono unaqudsiasi delle (m-1) soluzioni ddll’ equazi one o p(a12+ a9y +..+ a,p)=0.

In questo tipo di matrici ¢' € una componente dominante che assorbe buona parte
ddlavariabilitatotae (la quotaaumenta al’ aumentaredi “p”) e nellaqua etutti gli indicatori
Sono rappresentati in modo paritario. Motrison afferma che tae componente ha un
orientamento equi angolare nello spazio degli indicatori originai. Le atre componenti Si
dispongono simmetricamente rispetto ala componente dominante spiegando ciascuna
un’egude quota di variabilita tota e100(1-p)/m. Se volessimo aumentare il grado di
copertura della variabilita giegata non sapremmo quale componente scegliere e
rimarrebbe in posizione di stdlo.

Lamolteplicitadegli autovaori € comungue molto improbabile per dati campi onari
Anzi, si pone spesso il problema contrario, e cioé che differenti campioni dalla stessa
popolazi one diano stime molto diverse degli autovalori. Se ad apparire uguai (ameno a
livello di dati campionari) sono gli ultimi k autovalori si parladi “sfericita” nelle ultime



componenti, che non appaiono legate aparticolari variabili o gruppi ristretti di variabili.
Piuttosto sono componenti indifferenziate irrilevanti nella spiegazione della variabilita
dei dati che éinvece assorbita da le prime p=m-k componenti.

Presenza di autovalori nulli

Anche questa e una situazione i mprobabile per dati cam pionari perché un autova ore
nullo implicherebbe |’ esistenza di una perfetta relazione lineare (0 una perfetta
sovrapposizione) tradue o piu indi catori . Tuttavia, ameno di errori nell adefinizione degli
indicatori, e vinualmente impossibile trovare relazioni lineari esatte in dati reali. Piu
redistico eil problema di individuare relazioni di quasi dipendenza. In questi casi efacile
trovare degli autovaori molto grandi (conseguenzadelle dtacollinearitafragli indicatori)
e contemporanea presenza di autovaori molto piccoli (lasommadegli autovalori, come
sappiamoefissa). Uno o piu autovaori quasi nulli significa che esistono indicatori per i

qgudi le entitadd coll ettivo sono poco differenzi ate, ovvero che ap+1tX equasi costante e

che percio possono essere utilizzate, senza perdita sostanzide di informazione, le sole
prime p componenti.

Dipendenza dai rapporti tra le correl azioni

Supponiamo chegli indicatori siano tai chelaloro varianza campionariasialastessa: 2.
Se si moltiplicano gli € ementi esterni dladiagonde principde di S per la stessa costante
O<r<I gli autova ori cambiano, magli autovettori rimangono gli stessi. Intermini matriciali:
S* = [04(1-1)| + rS]. Sea éun autovettoredi S saraanche un autovettoredi S*. Infatti, la
relazione Sa=Ia, moltiplicando entrambi i membri per r e sommando per entrambi il
vettore 041 -a)l a, pud essere scrittacome

aSa + 02(1-g)la=ala + 04(1-a)a
[aS + 0l-a)l ]a=[al +0%(I-a)]a
S*fa=l*a

con|* =g2(1-a) + al ovvero unatrasformatadegli autovalori originari econ* & autovettore
siadi S che di S* Questo siguifica che matrici di varianze-covarianze molto diverse
possono dar luogo al e stesse compouenti per cui gli autovalori debbono essere sempre
considerati con atenzione quando si interpretanoi risultati. La normalizzazione degli
indicatori eliminadel tutto questo problema

Il segno del pesi

Alcuni packages control lano chenei pesi del le componenti nonci siano pi uva ori negativi
che positi vi, se questo accade neinvertono ladirezione (molti plicando tutti i pesi per -1).
E' evidente che il cambio di segno non modificane la varianza spiegata dal la componente
nelasua ortogonalitarispetto dle dtre componenti, nel'interpretazi one attribuibil e alla
componente.



Componenti isolate

Se uno degli indicatori & del tutto incorrdao con gli atri questo si riflettera in una
componente il cui autovettore avra un solo eemento non nullo d posto corrispondente
dla variabile isolata e con tutti gli dtri e ementi pari a zero; quindi ¢i sarala perfetta
identita indicatore=componente Se gli indicatori fossero incorrelati e componenti non
farebbero dtrocheriprodurre, inordinedi varianza, gli indicatori originari. Nd casoddle
variabili standardizzate questo implicherebbe autovaori tutti pari ad uno. Le prime p
componenti spiegherebbero ancorala stessa percentuade del la variabilita totale: le prime
otto componenti di dieci indicatori spiegano 1'80% dellavariabilita totade, macomedecidere
guai siano i dueindicatori da trascurare?

3.2.4 Scdta del numer o di componenti

L'obiettivo dell'andisi delle componenti principai € ladeterminazione di p supervariabili
che possano essere vaidamente sostituite dle "m" variabili originarie in tutte le andisi
successive. Perdtro, I'obiettivo si considera pienamente raggiunto se p € molto piccol o
rispeno ad m e seil contenuto informativo del dueinsiemi di indicatori, originali e latenti,
non differisce in maniera apprezzabile. Si capisce percio l'importanza di una accuraa
scelta de numero di componenti principai, ovvero di decidere qudi siano gli autovad ori
"grandi” e quali quelli "piccoli”. | metodi disponibili per effettuare questa scelta sono
diversi, nessuno dei quali privo di soggettivita. Spesso, anzi, essi vanno usati in modo
ongiunto per non dar luogo a proposte arbitrarie: solo un valore di p su cui ci siaampia
convergenzanelleindicazioni cheprovengano dametodi diversi puo essere accettato.

Percentual e cumulata di variabilita spiegata

I criterio piu immediato per |adeterminazione del numero di componenti €l'ammontare
di variabilita spiegata ddle prime p componenti. In genere I'ammontare di variabilita
spiegata complessivab che si vuoleraggiungereelegatod tipodi ricerca, mararamente e
inferiore a 75% o superiore d 95%. Se cosi e p puod essere dato dalla formula

O Ok O O
_ _ 1000z 0
p= Min k—lOODm—DZB 75SBS95
1<ksmU B 0-_2 0
|

Secondo questo criterio si continuano ad estrarre componenti fino achenon si siaraggiunta
la percentuae b di variabilitaspiegata. Poichél ecomponenti sono determinatein ordine di
importanza, |'aggiunta di variabilita spiegata diminuisce aggiungendo una componente,
fino adiventare trascurabile.

Percentual e di variabilita spiegata residual e
Poiché gli autova ori sono considerati in ordine decrescente di grandezza, lapercentuaie



di variabilita spiegata dalla componente k-esima si riduce man mano che "k" si avvicina
ad m. Segli indicatori fossero tradi loro ortogonali, I'analisi delle componenti principali
produrrebbe esattamente m componenti, ognuna col legabile ad un soloi ndicatore. Quindi,
converra trattenere le componenti fino a che la percentuae di variabilitaspiegata sia
superiore dlavarianzadi almeno un indicatore (regoladi Kaiser)

M > Min{o? E
p_lski)r;H\ Lkl<rr11{ }[

setde limite sembratroppo debole si puo scegliereil criterio piu generde

cioé ci si fennanon appenala componente (p+l)-esimaspiegameno del Yo ddlavariabilita
total edegli indicatori originali. De valori ragionevoli per lasoglia di percentual e sono il
10%, il 5% od anche (I/m)% cioé si ritiene lacomponente purché laquotadi variabilitada
essa spiegata € d meno pari alaquota media spiegata dagli indicatori.

Modéello del baslone spezzato.

Supponiamo cheun bastone di | unghezzaunitariavenga spezzatoin m pezzi echelelinee
di frattura si dispongano casudmente per la sualunghezza. Si dimostra che, in media, il
frammento che, in ordine di lunghezza, hala k-esima lunghezza, misura

1
k]

t =

M3

3|~

|

Un modo per decidere seincludere o meno lap-esima componente € quel ladi confrontare
lapercentuale di variabilita spiegatacon ty solo se

potrava er la penadi portare fino ap il numero dell e componenti.



3 Da qui in poi ¢'é allinearmento
sono quindi indicati 4 fattori

Metodi Scree eLEV

Due metodi grafici possono
rivelarsi molto utili. il cosiddetto
grafico scree pone sulle ascisse
I'ordine degli autovaori e questi
ultimi sulle ordinate. | punti cosi
definiti sono congiunti con dei
segmenti di retta per formare una
spezzata. il metodo consiste
nell'individuare il punto in cui
I'inclinazione dei segmenti diventa
quasi costante in modo da
presentarsi quasi comefacenti parte
di unasolaretta il punto di svolta
coincide con il punto prima della
rettaeindicail numerodi fattori da
selezionare

Analiticamente, il grafico scree

puntaa considerare la differenzatraautovaori successivi d, = 7‘(k—1) - )\(k) . Il numero di
componenti € detemunato da punto 10 cui dk risulta prati camente costante per diversi
valori successivi di k. Il difetto principal e del metodo e che in molti casi 0 non ci sono
punti di svolta chiaramente delineati oppure ve ne sono diversi. In questi casi il grafico

screeedi scarsautilita

In dternativa si puo usare un grafico dove le ordinate sono misurate in scala
logaritmica (grafico LEV). Ancheinquesto casoil numero di componenti sarai ndicato da

un allineamento degli autovalori
laddove una brusca cadutanei vaori
indicherachedall inpoi i fattori sono
trascurabili. Danotarechenel grafico
LEV non ¢i si basasulladifferenza
tra autovalori successivi, bensi sul
loro rapporto:

dk = Ln()\k_l)'l_n()\k): Ln()\k_]_/)\ k)

cioé si deve stabilizzare non piu la
differenza tra aulovaori successivi,
bensi il loro rapporto. Ancheil grafico
LEV ha problemi simili al
precedente. La figura e illuminante:
per gli stessi dati del grafico scree,
quello LEV nondachiareindicazione
sul numero di componenti ovvero da
indicazioni su un numero diverso di
componenti,

1 1
[~ — = — ra

1
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tuesta frattura indica c
i fattori seguenti song @i
nurmeri casuali

Dz qui in poi comincia
l'allineamentn

=



Test probabilistici

Vista |a debolezza dell'impianto inferenzid e in cui si potrebbe collocare I'andisi delle
componenti princi pai e vista anche la scarsafunzionalitadi tale impianto per | 'efficaci adi
questa procedura, i metodi di determinazione del numero di componenti basati su tests
statistici non sono molto sviluppati. Esistono tuttaviadel test approssmati che, se considerati
con prudenza, possono trovare un utile spazio applicativo.

Innanzitutto si pudimpiegare untestdi tipo generade per vd utare senel bloccode le
variabili originarie ci siano intercor relazioni di entita sufficiente a giustificare la stessa
analisi delle componenti principali. Nell'ipotesi che le variabili siano distribuite
normamente e siano traloro incorrd ate, laquantita

B= —nELn()\(j))

i=1

ha una distribuzione ben approssimata dala x2(m(m+ 1)/2). Se il vaore di B nou &
significativo non si potra rifiutare I'ipotesi di incorrelazione delle variabili originarie,
stabilendo quindi un nolle prosequi per I'andisi delle componenti principdli.

Il test di Bartlett pud essere generdizzato per sottoporre a verifica l'ipotesi che le
prime p componenti della matrice di varianze-covarianze (e quindi non della matrice di
correlazione) assorbano tuttal avariabilitadegli indi catori originari. Infatti, la distribuzione
ddla quantita

585 A8 § oAl
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nell’i potesi che dak in poi gli autovalori siano uguali, & ben approssimata dalla x2((m-k-
1D(m-k+2)/2). E' noto, peraltro, che il test di Bartl ett tendaad includere piu componenti
ddl necessario.

3.2.5 Rotazioni

Ladeterminazione di una datacomponenteavviene, comesi évisto, secondo i criteri della
ortogondita e della massimizzazione della variabilita complessiva “residud €' che cioe
rimanenon spiegatada le componenti principali gi aestratte. Entrambe questi cri teri possono
esseretraasciati per ottenereconfigurazioni piu facilmenteinterpretabili ovvero determinare
unaconfigurazione di pesi che preveda

1) pesi trascurabili per variabili pocorilevanti e pesi € evati per le variabili significativein
ciascuna componente;

2) ogni variabile entri in maniera significativa in una sola componente e che nessun peso
si collochi in grado intermedi o.



fatti comunquesa vi il numero di componenti e I’ammontare complessivo di variabilitada
esse spiegata.

Il problema del la rotazione consiste nel moltiplicare la matrice dei pesi A per una
matricedi trasformazione: AT=B; seA einvertibileladeterminazione di T ésemplicemente
T=A"1B. Poiché il numero di componenti & minore del numero di variabili A non sara
guadrata e T non potraessere calcol ata direttamente. Per ottenere una soluzione i ndiretta
si pud partire da fatto che (A’ A)"{(A’ A)=I e premoltiplicando per (A’A)1A’ laAT=B si
ha(A’A)1A’ AT=(A A)1A’ B cheimplicherebbe larelazione T=(A’A) 1A’ B. Il problema
eche B non & nota e deve esseredeterminatasolo sullabasedi principi soggettivi, andiftici
o grafici, mache comunque sono legati a parti colare metodo di rotazione che si sceglie
(ne sono noti in lettaratura circa una ventina).

Il regime di ortogonditatrale colonnedi A éusuae. Questascetainduce aritenere
chei “superindicatori” che collegano trasversa mentelevariabili originarie non abbiano
pero legami di linearita. Una tale imposizione puo apparire eccessiva: Spesso i
superindicatori sono riconducibili a macrofenomeni tra cui sono facil mente ipoti zzabili
del rapporti di dipendenza, anche lineare. Unarotazione di tipo “obliquo” che prevedesse
percio la posshilitadi ottenere fattori intercorre ati € piu redisti ca. Tuttavia, [@RACP éuna
tecni ca numerica che viene forzatamente imposta a dati e che ha soprattutto findita di
semplificazi onesenza obbligo di redismo. Lerotazioni oblique pur risultando pi u flessibili
di quelle ortogonali, producono soluzioni piu elaborate e molto piu complicate da
interpretare soprattutto per ladifficol ta, in tale contesto, di definireespiegarel a“ sempli cita’
ddla configurazione.

Stabilito dunque cheriteniamo preferibile I’ uso dell e rotazioni ortogonai a quelle
oblique resta da decidere qude, trai tanti metodi di disponibili, siapreferibile. In pratica,
la configurazione ided e sarebbe una matrice dei pesi A composta da colonne di zeri
tranne che per un solo vaore in corrispondenza di una specifica variabile e che questo
vaore non nullo non si ritrovi mai nella stessa posizi one. Va detto subito chei due punti
attraverso cui abbiamo arti colato la nostra idea di “configurazione semplice” non sono
facilmente conciliabili. Ci si pud muovere cercando una soluzione che punti a ridurre la
complessitadi rigainmodo ci oechesiafacilitatal’ interpretazione, i ntermini di componenti
principali, delle variabili. In questo caso si opta per il metodo “Quartimax” che porta a
massimi zzare la somma dell a potenza quarta dei pesi. I Quartimax riduce la presenza
ddla variabile trai fattori facendo si che siaminimo il numero di fattori per cui lasingola
variabile ottiene pesi significativi. Spesso si ottiene una soluzione in cui la prima
componente é un fattore generale con pesi moderati o piccoli su tutte | e variabili.

In dternativa si pud optare per lariduzione dell a compl essita di colonna in modo da
facilitare I'interpretazi one dell e componenti in termini delle variabili originarie. Questo
equiva e amassimi zzare la varianza del quadrato de pesi in ciascuna colonna e orientarsi
asoluzioni in cui solo pochevariabile hanno peso sgnificato sullacomponente. L asoluzione
Varimax elapiu diffusa perche sembrapiu rispondente dl e find ita proprie della ACP.

Tenuto conto che i due precedenti criteri puntano a due diverse angolaure di
semplificazione & d' obbligo considerareanche metodi chetengano conto di entrambe. Fra
i tanti si pud considerare I'Equimax che pone sullo stesso piano il criterio usato per il
Quartimax e qud le del Varimax



3.2.6 Analisi in blocco o blocchi di analisi?

Leimpostazi oni delle andisi territoriai sono varie emolto articolate. Preval espessol’ idea
di raccoglierequanti piu possibili i ndicatori sul numero massimo di aspetti ril evanti: socidi,
economici, amministrativi, demografici, culturdi, geomorfologici, ambientali ed usare
poi I’analisi delle componenti principali per eliminare le inevitabili ridondanze e
duplicazioni. L' approccio ddla “analisi in blocco”, con lo studio in contemporanea di
tuttel evariabili di basecercadi raggiungereunavisionedelaredtaterritoriaepiu completa
e globale di quanto non sia possibile considerando isolatamente | e caratteristi che delle
diverse entita.

Analis "in blocco"

I ndicatori
Xq Xo| it xj ......... X,
/ /

ANALISI DELLE COMPONENTI PRINCIPALI

ANALISI DEI GRUPPI

SA.TI

Un possibile limite di tale agpproccio e costituito da la difficolta di cacolo numerico che
intervengono quanto il numero delle variabili di base € molto d evato, diciamo oltre 200 o
250 od anche 500 (un numero che potrebbe essere superiore dla capacitadi elaborazione
di molti PC e delle work stastion piu diffuse).



Lasituazione ottimale sarebbequel lain cui tutte le caratteri sticheri maste dopo lasel ezione
iniziale collassassero in un numero ridotto di superindicatori senza che si perda un
ammontare di informazione significativo.

Unaproceduraalternativa si basasull’ idea cheuninsieme di dati, ampio earticolato,
e piu facilmente trattabil e da un punto di vista gati stico, e daun punto di vista concettuae
se si individua uno sfondo teorico, un sistema di ipotesi, su cui proiettare i risultati e
rispetto al qual e condurre I'andisi della documentazi one stati stica. |1 quadro di ipotesi in
cui ¢ muoviamo permette di scomporre |’ intero fenomeno inangolatureo meglio su piani
autonomi 0 ameno analizzabili separatamente.

Analis "per blocchi"

M acrodeterminante 1 Macrodeterminante 2 Macrodeterminante ¢

HEE b i

ANALISI DELLE COMPONENTI PRINCIPAL ANALISI DELLE COMPONENTI PRINCIPALI ANAL'S' DELLE COMPONENTI PRINCIPAL

5

5 @---

ANALIS' DEI GRUPPI

i

SAT.

Il presupposto di questo gpproccio € che si possanoindividuare vari abili “ tipi che’ di
ciascun aspetto caratteristico dei SATI tamente specifiche che in generde sia possibile
non assegnare unadata variabile di base apiu di unadeterminante dei SATI, che cioéfra
i gruppi non vi siano sovrapposizioni. Nel’ approccio “per blocchi”, una volta definiti i
gruppi di variabili, si procede dl’ andisi delle componenti principal i per ciascun gruppo di
indicatori, individuando per ciascun gruppo i superindicatori che faranno da base per il
clustering delle entita. Ogni superindicatoree €, una combinazione lineare degli indicatori
inclusi nel blocco considerato. Se il numero di superindicatori che compl essivamente si



rpoducono nele sété-anaisi risulta ancoraelevato e possibile, in teoria, effettuare una
andisi delle componenti princi pdi di secondolivello: le componenti giaottenute diventano
delle nuove“variabili di base’” efornisconol’ input pere unanuovaanalisi delle componenti
principali. Anche a secondo livelo si pud procedere in locco o per blocchi separati in
dipendenza del numero di nuove variabili di base e delapossibilita di individuare tradi
essede gruppi che hasenso considerare come blocchi. L o schemaé ovviamenteiterativo:
si pruo procedere dl’andisi delle componenti principdi di terzo livelo, quarto livelo,
etc. Riteniamo pero che molto difficilmente si possa superare il secondo livello ed anche
guesto saraattivato solo nd caso in cui si maturasselaconvinzione che lemacrodeterminanti
non sono in realzione lineare diretta, ma solo attraverso le | oro componenti principali.

Lalineadi demarcazionefrai due approcci passaper il momento in cui si gpplica
I’andisi delle componenti principai: su tutti i dati “in blocco” nel primo, separatamente
“per ogni blocco” nel secondo, con eventuali iterazioni. | due approcci coincidono sese s
possonoindividuarede gruppi di variabili fortemente correlateall’ interno de gruppo, ma
privedi relazioni lineari significative con levariabili di a tri gruppi (in pratica, le componenti
principali estratte in ogni sottinsieme devono essere incorrel ate con le variabili di altri
gruppi e conseguentemente con le loro componenti). Se perd la matrice di correlazione e
indecomponibil eovvero le variabili esclusedaun blocco perchenon legate alle component
principali del bl occo stesso, hanno legami lineari significati vi con lecomponenti princi pdi
di altri blocchi, i risultati che si ottengono con i due approcci possono essere molto diversi
perché nella “analisi per blocch” risulterebbe messo da parte un pezzo ddl’ informazione
complessivamente presente ndl le variabili.

Teoria del due approcci

Sia X la matricedegli indicatori (eventualmente trasformati) esia S la matrice ddle loro
varianze-covarianze. Sia inoltre A la matrice con colonne formate dagli autovettori
normaizzati di S. Suddividiamo gli “m” indicatori in due macrodeterminanti distinte: m;
ed m, eriordiniamo le colonne della X in modo che S possa essere partizionata in quéttro

blocchi:
_5'511 SipL
5%, [sut

Con Sij meatri ce quadrata di vari anze-covarianze degli indicator in “i” ein“j”.

Nel’ approccio “per blocchi” |I’andisi delle componenti principali € applicata aid
due gruppi di indicatori fattorizzando separatamente le matrici S;; ed S,, ed ottenendo le
matrici di autovettori A, ed Ay. Quindi Sy;=yay;, i=1,2,....My; Syp=day;, i=1.2,...,m,
dove a;; e &; sono le colonne i-esime di A, ed Ay, y; e & autovalori di Sy; e Sy,
rispettivamente. E’ evidente che se trale due macrodeterminanti non sussistono relazioni
lineari e cioe se S,, =S;,=0 il vettore formato impilando ajj e i ay; el’autovettorei-esimo
di Scioga,. Infatti,

E‘BLE 1| 00 5515 1| O a0 @1%‘ =\jay;
Sa = = N.a U = \.a:
' Ho 5‘22EI 4 0 |Sy %ZE 19 OWero 28 = Ajdy;



Le ultime duerelazioni atro non sono che le equazioni caratteristiche gerneratrici degli
autoval ori ed autovettori di S, ed S,,. Neconseguechey; ed; sono ancheautova ori della
matri ce aggregata S e percio |’ operare “in blocco” o “per blocchi” € in questo caso del
tutto indifferente (a meno di problemi computistici e numerici che potrebbero insorgere
ne calcoli.

Segli indicatori dei due gruppi presentano rel azioni lineari pit 0 meno intense alor
da scdtatrale due dternative diventa importante. Infatti, alabase dell’ approccio “in b
blocco” ¢’ eél’ideadi gpplicarel’ andisi delle componenti principali alla matri cedi varianze-
covarianze totdi S e di ridurre la dimensiondita del problema scegliendo le prime “K”
componenti per formare lamatrice A degli autovettori. Nel’ approccio “per blocchi”, dopo
aver classificato gli “m” indicatori in macrodeterminanti, si effettua |’andisi delle
componenti princi pali per ognunadi esse. Daogni sotto-andisi si conservano lecomponent
che garantiscono la copertura di un’e evatapercentuae di variabilita totae, diciamo de
90%, e si fanno confluire nella matrice B degli autovettori normalizzati. Nel caso di due
gruppi se S;,#0 si haanche A#B. Supponiamo che B, e B, inglobino gli autovettori di i
S;1 ed'S,, con S,,70. Affinche il vettore (by;, b2i)t formato impilando gli autovettori i -
esimi di S;; ed S,, siaanche un autovettore di S deve aversi

E"515 1| SpHby 0 %@ﬂj +Sppay = Ajby by +Spoay; = Ay
1 Szzﬁg_kliam 18y +Spag = Aiby - 218q; + Ay =Aiby,

ovvero

@2% =0
10 =0
equeste ultime duerelazioni sono i mpossibili, siaperché S, 20 esia perché gli autovettori
sono non nulli per costruzione.

Lecovarianzeriscontrabili empi ricamente tramacrodetermi nanti non sono mai nulle
acausadd le fluttuazi oni campionarie edegli effetti di legami lineari pitlo meno spuri. Ma
quale ordine di grandezza € compatibile con I'ipotesi  S,,=S,,=0? Analizzeremo ora un

problemaconcreto per va utarequdi siano leconseguenzedella sceltadi operare*in blocco”
0 “per blocchi”.

Caso ddla matrice diagonale a blocchi

Lastrutturaablocchi diagondi del lamatrice di correlazione puo essereverificata tentando
unriordino di righee colonne S= PSP dove P &unamatri ce di permutazione (ottenuta
cambiando di ordine le righe della matrice di identita) che agisce modificando I'ordine
ddlerighedi S e Pl él'inversadi P ed agisce sullecolonnedi S. Se esiste unamatrice

P tae che
0L
s=gul o
0 | Sy



dloral'andisi delle componenti principali, come si € visto, puo essere condottasia sulla
meatri ce aggregata S che separatamente per le due sottomatrici Sy; ed Sy,

La ricerca di una possibile decomposizione della matrice S € |'essenza stessa
ddl’ approccio“ per blocchi”. E' pero unaprocedura laboriosaquando il numero di vari abili
e anche solo moderatamente elevato ed il riordino per gruppi di variabili e piuttosto
complicato. Subentrano perci 6 considerazioni logichee teorichecheinidcano "ragionevol i"
arrangiamenti delle righe e dellecolonne di S(cioe di disposizioni delle variabili in gruppi
correlati d lorointerno enon correl ai traloro). La"ragionevolezza' deve essere confermata
dai risultati: 1 coefficienti di correlazione debbono effettivamente essere lontani da zero
per levariabili internea gruppi e molto vicine azero per quelle esterne.Consideriamo ad
esempio la seguente matrice di corrd azione con un numero di indicatori m=10in cui le
prime cinquevariabili presentanoforti correlazioni posivite tradiloro e correlazioni nulle
con le ultime cinque. Lo stesso vae per gli indicatori 6-10.

Esempio di matrice di correlazione diagonale a blocchi

WL W2 W3 WA W5 W6 W7 W8 WO  WI10
W1 1.00
W2 0.90 1.00
W3 0.80 0.70 1.00
W4 0.70 0.60 0.75 1.00
W5 0.65 0.50 0.55 0.85 1.00
W6 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 '1.00
W7 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.55 1.00
W8 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 ;0.65 0.80 1.00
W9 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 i0.75 0.70 0.95 1.00
W10 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 10.85 0.60 0.65 0.70 1.00

Nella tabela riportata sotto sono inclusi i risultati dell'analisi delle component
principali “per blocchi” redizzata separatamente sui prime cinque e sugli ultimi cinque
indicatori.

1 2 3 4 E 1 2 3 4 E
Autvl 3.81 0.69 0.33 0.12 0.05 3.89 0.62 0.32 0.14 0.03
PVS 76.16 13.75 6.59 2.43 1.06 77.76 12.47 6.45 2.8 0.52
Cl1A C2A C3A C1B c2B C3B
wl 0.93 0.26 0.13 W6 0.94 0.13 0.31
w2 0.89 -0.36 -0.12 w7 092 0.31 0.18
w3 0.87 0.16 -0.45 w8 0.86 -0.44 0.03
w4 0.85 043 0.24 w9 0.86 -0.41 -0.17

W5 0.81 -0.53 0.21 wi0 0.83 0.39 -04



L e due sottomatrici di correlazione propongono entrambe il caso della matrice di
correlazione positiva e indecomponibile. Per i teoremi di Perron-Frobebius (si veda
Gantmacher, 1974, p.53) a queste matrici & associato un valore masimo unico il cui
autovettore ha pesi tutti strettamente diversi da zero e dello stesso segno. Questo significa
chenella prima componente princi pae si rifl ettono, quae piu quale meno, tutte le variabili
ed é percio daconsiderare un fattore "trasversale” che misurala dimensione complessiva
del fenomeno. Sempre in riferimento dla proprieta delle matrici indecomponibili, la
percentuale di variabilita speigata(PV S) dallaprima componentee compresand I’ intervall o

Om O Om 0O

Min Dzsij U Max DzS”H
1<ism{= < PVS(aut. )S 1<ism=
Tr(S) Tr(S)

che nei due casi particolari descritti dalla matrice precedente implicano i limiti (71%-
81%) e (73%-82%) puntua mente confermati da risultai empirici.

La seconda componente e unfattore "bipolare" incui c'e lasuddivisione per segnoe
valore quasi paritaria de pesi significativi e che percio esprime le contrapposizioni che
rimangono tra due gruppi principdi di variabili una volta che si sia diminata I'influenza
de fattore dimensiona e. Si tratta puredi unapresenza " classica" e non sorprendente visto
che i pesi della prima componenti sono tutti dello stesso segno (ad esmpio positivi) e la
seconda deve essere a questa ortogona e. M anca pero una gi ustificazi one teori caanaloga
aqueladd fattoretrasversae (si di mostra che nerllecomponenti diverseda la prima deve
essere presente ameno un cambiamento di segno nei pes, ma il numero di tali inversioni
puo essere stabilito solo per matrici particolari.

L' autovalore dominante di ci ascuna macrodetermi nante risulta I'unico significativo
el" autovettore ad esso associato spiega da solo gran parte dellavariabilita (circal’ 80%)
delle sottomatricu equindi pud essere proposto comeleading indicator. Qualorasi rendesse
necessariauna maggi orecopertura si dovrebbe aggiungere la primacomponentebi polare
che porterebbe, in entrambi | e macrodetermi nanti, a 90% |avariabil ita spiegata.
Analizziamo la matrice aggregata S che ha oralaforma di matri ce diagonale a blocchi e
percio perde la caratteristicadi indecomponibilita, ma mantiene queladi non negativita
(rimanendo simmetri ca e definita positiva). Essa haancora un autovalore massimo il cui
autovettore ha pesi dello stesso segni o nulli (Gantmacher, 1974, p.66). Ecco i risultati

Si confermano | e aspettative dettate da lateoria, ma si evidenziaanche il fatto che
oraesistono duefattori dominanti di importanza pressoché uguale: ciascuno spiegail 38%
circa della variabilitatotd e e sintetizza un gruppo di variabili specifico: le prime cinque
variabili e le seconde cinque. Andoga distinzione si puod fare per i due fattori bipolari
8terzae quartacomponente): spiegano ognunoil 6% circa ddla variabilitatotaeed entambi
riportano | e contrapposizioni tra gli indicagtori del gruppo cui sono legati. Laseprazione
tramacrodeterminanti € completa, ed éindifferenteprocedere d ca colo dell ecomponenti
principali in modo aggregato “in blocco” o “per blocchi”. La loro importanza e la loro
interpretabi lita sono fedd mente riprodotte nelle due € aborazioni.



1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Autvl 3.89 3.81 0.69 0.62 0.33 0.32 0.14 0.12 0.05 0.03
PVS 38.88 38.08 6.88 6.24 3.29 3.22 140 1.22 0.53 0.26

Cl1AB C2AB C3AB C4AB C5AB CG6AB
w1l 0.94 0.00 0.00 0.13 0.00 0.31
w2  0.92 0.00 0.00 0.31 0.00 0.18
W3  0.86 0.00 0.00 -0.44 0.00 0.03
w4  0.86 0.00 0.00 -0.41 0.00 -0.17
W5  0.83 0.00 0.00 0.39 0.00 -0.40
W6  0.00 0.93 -0.26 0.00 -0.13 0.00
w7  0.00 0.89 0.36 0.00 0.12 0.00
w8  0.00 0.87 -0.16 0.00 0.45 0.00
w9  0.00 0.85 -0.43 0.00 -0.24 0.00
w0  0.00 0.81 053 0.00 -0.21 0.00

Caso ddlla matrice indecomponibile

Ma che succede se la separazi one delle variabili in gruppi non e completaed un legame,
anche se debol e, esiste tra macrodeterminanti diverse?A tal fine consideriamo unanuova
matricein cui i vaori nulli dellamatrice precedente sono stati sostituiti conil valore 0.1,
una sogliache indi ca un legame lineare positivo, ma debolissimo tradue variabili inserite
in blocchi diversi.

Wl W2 W3 W4 W5 W6 W7 W8 W9 WO
W1 1.00
W2 0.90 1.00
W3 0.80 0.70 1.00
W4 0.70 0.60 0.75 1.00
W5 0.65 0.50 0.55 0.85 1.00
W6 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 1.00
W7 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 0.55 1.00
W8 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 0.65 0.80 1.00
W9 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 0.75 0.70 0.95 1.00
W0 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 0.85 0.60 0.65 0.70 1.00

La matrice aggregata S € ora una matrice irriducibile e ad essa si applicano in pienoi
teoremi di Perron-Frobenius gia visti per le due sottomatrici: ci si aspetta quindi un
autoval oremassimo chespiegauna quota prefissata entro limiti precisi di vari abilitatotale
ed a cui e asociata una componenti con pesi tutti diversi e ddlo stesso segno (il fattore
trasversale) ed una componente bipolare con almeno un peso in contrasto rispetto agli
altri.



1 p 3 4 £ € 7 & ¢ 10
Autvl 435 335 069 062 033 032 0.14 0.12 0.05 0.03
PVS 4349 3348 688 624 329 322 140 1.22 053 0.26

Cl1AB C2AB C3AB C4AB CS5AB CG6AB
W9 0.72 0.59 0.00 0.13 0.01 0.31
w8 0.71 0.59 0.00 031 0.01 0.18
W6 0.67 0.54 0.00 -0.44 0.00 0.03
W10 0.67 0.54 0.00 -0.41 -0.01 -0.18
W7 0.67 0.51 0.00 039 -0.02 -0.40
w1 0.65 -0.65 -0.26 0.00 -0.13 0.01
w4 0.65 -0.62 0.36  0.00 0.12 0.00
w3 0.63 -0.60 -0.16 0.00 0.44 0.00
w2 0.62 -0.58 -0.43 0.00 -0.24 0.00
w5 0.59 -0.55 053 0.00 -0.21 0.00

Rispetto dla matrice diagonale a blocchi del paragrafo precedente i cambiamenti sono
pochi, masignificativi: I'i mportanzadd primo autovad oree aumentata; il primo autovaore
ediminuitagquelladel secondo esono rimasti prati camenteind terati gli altri. L ecomponenti
associate agli autovalori piu piccoli (dal terzo in poi) sono pure rimaste le stesse, maper le
prime due componenti la situazione € ben diversa. Nella nuova matrice si ripropone il
fattore trasversa e domi nante cheé orapero fortemente corrd ato atutti gli indicatori senza
distinzione a cunaper i due gruppi. Segue poi il fattore bipolarein cui meta dei pesi sono
positivi e meta negativi asecondade gruppi acui fanno riferimento (questo € dovuto dla
sostanziae uniformitadei pesi mel laprimacomponente). I | egame tra macrodeterminanti,
per quanto tenue, ha agito da collante ed ha prodotto una coppia di componenti che spiega
circail 77% della variabilita totale, come del resto facevano | e due componenti ottenute
ddle analisi separate, macherispetto aqueste hanno unachiave di letturaalternativae che
porta a conclusioni molto dissimili. Da notare che e stata annull aa |la contrapposizione
dl'interno dei due gruppi ed € proposto un contrasto tra macrodetermi nanti che non era
previsto e che potrebbe essere solo artificiale.

Caso ddla matrice indecomponibile non positiva

La fusione delle macrodeterminanti potrebbe essere legata d fatto che le relazioni tra i
loro indicatori siano dello stesso segno. Conviene quindi vedere quello che succede sele
covarianzesono di segno diverso. Ecco qui ndi unesempio di matrice Sin cui sono present
anche dedll e entrate negative. | segni ed i valori sono disposti in modo ta e che la matrice
siadefinita positiva.

Anchecon relazioni di segnodiversotragliindicatori dei duegruppi, la sostanza del
risultati non cambia emergono un fattore bipolare ed un fattore trasversale che
congiuntamente spiegano, di nuovo, circa il 77% della variabilita totae (rispetto al caso
precedente, i due fattori si sono scambiati la posizione d'ordine). A questi Si possono
aggiungere due atri fattori "misti" che portano la variabilita spiegataal 92%.



Wl W2 W3 W4 W5 W6 W7 W8 W9 W10
w1 1.00

W2 0.90 1.00

W3 0.80 0.70 1.00

W4 070 060 0.75 1.00

W5 065 050 055 085 100

W6 0.0 0.10 -0.10 0.0 0.10 11.00

w7 -0.10 -0.10 -0.10 -0.10 -0.10 ;0.55 1.00

w8 0.10 0.10 -0.10 -0.10 -0.10'0.65 0.80 1.00

W9 0.0 0.10 -0.10 -0.10 -0.10 10.75 0.70 0.95 1.00

w0 -0.10 -0.1¢ -0.10 0.10 0.10 :0.85 0.60 0.65 0.70 1.00

Sono proprio questi fattori misti che possono complicare l'interpretazione. |l fattore
trasversale ed il fattore bipolare possono infatti essere facilmente interpretati.Della
decifrazione dei fattori misti non si diffideramai abbastanza.

1.00 200 3.00 400 5.00 6.00 7.00 8.00 9.00 10.00
Autvlo 397 376 094 053 0.34 0.20 0.12 0.10 0.04 0.01
PVS 39.66 3764 936 526 341 204 117 099 0.38 0.09

Cl1AB C2AB C3AB C4AB C5AB C6AB

w9 -0v8 052 022 009 007 021
w8 -0v7 051 028 -010 014 0.14
W6 -067 056 -0.24 034 -0.09 -0.18
wi0 -0.71 047 -042 0.09 -0.21 0.06
w7 -074 036 009 -048 0.03 -0.25
wl 049 080 028 0.11 0.07 0.00
w4 052 073 -035 -0.13 -0.02 0.04
w3 058 066 014 -0.22 -0.38 0.09
w2 044 073 038 023 0.03 -0.18
W5 047 066 -045 -008 034 0.03

Esem pio con le matrici di tipo Jacobi
Un dtro caso interessante di differenza profonda di risultati tr approccio “in blocco” e
“Per bl occhi” e dato damatrici di varianze-covarianzedi tipo Jacobi. Sitrattadi matriciin

cui sono poisitivi gli e ementi sulla diagonde principa e nonché quel li immediatamente
sotto ed i mmedi atamente a destra del ladiagond e.

g >0 per i=12,...,m 34;>0, g;,,>0 per i=12..m-1

Tutti gli dtri elemetni sono nulli. Ad esempio, nel caso di blocchi separati (5x5) e tenuto
conto che discutiamo di matrici simmetriche, si avrebbe
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Ciascuna delle sottomatrici sula diagonade di S e di tipo Jacobi. Tai matrici, come si
deriva immedi atlamente dal teorema di Gantmacher (Gantmacher 1974, p. 105) hanno
autovd ori positivi edistinti. La primacomponenteha pesi non nulli e delo stesso segno; la
componente associata dl’ autovalore i-esimo (i>1) in ordine di grandezza ha esattametne
(i-1) inversioni di segno (& cioé una componente di contrasto) masolo in nmero limitato e
specifico di indicatori. Ad esempio, strutture di segni per le ultime quattro componenti in
un gruppo di cinque compatibili con il teorema di Gantmacher sono le seguenti
(—++++), (+—+++), (++-+-), (-+—+-). Unapproccio “per blocchi” impliche-
rebbe percio, per ogni macrodeterminante, come prime due componenti un fattore
trasversaeed unfatto di contrasto (chepuo ancheesserebipolare) nella prima o ndl’ ultima
componente. Ecco un esempio di matrice di varianze-covari anze cheri specchiala struttura
Jacobi.

wli w2 W3 W4 W5 W6 W7 W8 W9 WI10
wil 2.00 1.00
w2 1.00 4.00 2.00
W3 2.00 8.00 3.00
W4 3.00 16.00 3.00
W5 3.00 32.00
W6 3.00 2.00
w7 2.00 6.00 3.00
w8 3.00 9.00 4.00
W9 4.00 12.00 5.00
w10 5.00 15.00

Nelatabe lache segue sono inclusi i risultati dellaanalisi dell e componenti princi pali
“per blocchi” cherica cano quanto prestabilito dal teroremadi Gantmacher.

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Autvl 3296 16.14 7.87 3.56 1.46 19.77 1225 7.56 4.24 1.57
PVS 53.17 26.04 12.70 5.74 2.36 43.05 27.23 16.79 9.43 3.50
Cl1A C2A C3A C4A C5A ClB C2B C3B C4B C5B

wl 000 002 021 092 105 w6 003 027 081 116 0.96
w2 010 023 125 144 -057 w7 026 125 183 0.72 -0.69
w3 016 140 232 -078 019 w8 115 244 041 -1.20 0.37
w4 134 365 -093 020 -004 w9 279 104 -152 0.88 0.17
w5 558 -092 0.15 -028 0.01 wi0O 319 -190 1.02 -041 0.06




Accontendosi di una variabilita spiegata del 70%, i risultati i ndurrebbero a ritenere, in
ogni blocco, due fattori : uno dimensionaleed uno di contrasto. Questo non necessariamente
succede se si opera“in blocco” . Innanzitutto perché la matrice aggregata S non e pit una
matricedi ti po Jacobi (mancalared azione lineare traw5 ew6) che sarebbein contraddizi one
con I'i potesi che le matrici siano separae. Inoltre, dovrebbero essere nulle le covarianze
tra tutte le coppie di indicatori in macrodeterminanti diverse. In ogni caso I'andisi “in
blocco” dovra necessariamente dare risultati diversi daquela* per blocchi” . Ad esempio,
ipotizzan do Cov(w5,w6)=5 si ottiene:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Autvl 33.74 1937 16.24 1225 790 7.47 400 356 1.46 1.03
PVS 3153 18.10 15.17 1145 738 6.98 3.74 332 1.37 0.96

Cl1AB C2AB C3AB C4AB C5AB CG6AB

wl 000 000 002 000 021 0.04
w2 001 000 023 001 124 0.20
w3 015 000 139 004 230 0.32
w4 129 -0.01 3.67 004 -090 -0.19
w5 559 -0.01 -083 -0.07 0.10 0.16
w6 091 003 -032 023 022 -0.63
w7 007 026 -0.07 125 029 -1.81
w8 001 115 -0.03 244 0.03 -0.46
w9 000 279 001 105 -0.22 1.53
wi0 000 319 003 -190 0.16 -1.02

Rispettoal’ andisi separatac e il fatto nuovo ddlapresenza del’indicatore w6 nelle varie
compponenti che € in fondo I’ affioramento del legame lineare stabilito attraverso
Cov(w5,w6)=5. E' pure cambiatalastrutturade segni: € comparso un fattore bipol are (il
segno cambia in effetti una volta sola) che, sia pure attenuato, potrebbe indurre
interpretazioni ardite quanto fantasiose.

A conclusione dd paragrafo possiamo dire che, ipotizzati solo legami lineari deboli
tra gruppi diversi di indicatori, la differenza tra I’ gpproccio “per blocchi” e “in blocco”
non passanéper il numero né per lacapacita esplicativa dei fattori. Ne caso dellamatrice
positivai ndecomponi bile si arriva, inentrambi i casi, a quattro componenti rappresentative
dei dieci indicatori che congiuntamente spiegano piu del 90% della varaibilita totae di
partenza. Nel caso delle matrici Jacobi si arriva pure a quattro componenti ed d 70% di
variabilita spiegata seguendo entrambi gli approcci. La grande diversita € nella
interpretazione delle componenti principai: i segni ed i valori dei pesi possobo essere
molto diversi peri dueapprocci e dar |l uogo asupervariabili consignificati con coerenti tra
loro.



3.2.7 Le componenti di secondo livello
Unaimportante variantedell'approcci o per bl occhi ecostituitadall ecomponenti princi pali
di secondo livcllo, ¢ cioe dal'andisi delle componenti principdi applicata ale compo-
nenti principali ottenute nel vari blocchi in cui sanastati raggruppati gli indicatori.

L'approccio “per blocchi” in realta non puo garantire che i raggruppamenti di
indicatori siano del tutto privi di interrel azioni. Anzi, Spesso si usauno gesso indicatore o
indicatori motoasimili in macrodeterminanti diverse(ad esempio gli indicatori demografici)
ed e percio natura easpettarsi che le covarianzetraindicatori, sebbene col locati in bl occhi
differenti, siano talvoltasignificativamente diverse dazero. Questo, oltre ad origi narel edi
versitainterpretative illustrate nel paragrafo precedentc, implica chelecomponend principali
ottenute dagruppi diversi di indicarori, non siano ortogonali.

Consideriamo ancora gli indicatori divisi in due gruppi, la matrice di varianze-
covarianze delle componenti principali separatamente estratte dai due blocchi &

¢ ,| cd i1 = autovettore i —esimo gruppo 1
E(yi1Yj2) = %’75 con . .
Lo j2 = autovettore j —esimo gruppo 2

L, ed L, sono matrici diagondi formate con gli autovalori delle matrici Sj; ed S,,. La
matrice C ingloba le covarianze tra autovettori di gruppi diversi e se non c'e ragione di
pensarechelerelazioni lineari traindicatori di gruppi diversi siano nulleé naturdeaspettarsi
che C£0. Questae una notevol edifferenza, rispetto dI'approcci 0 “in blocoo” dato che qui
le componenti sono ortogondi per costruzione.

Perché ci si preoccupa dedla ortogondita ddlle supervariahili? Il fatto e che é su
gueste che si baserala cluster analysis. Poiché uno dei criteri chevogliamo utilizzare mira
alla mimizzazione del determinante della matrice di varianze-covarianze delle
supervariabili, sequeste fossero fortementecorreate, il criterio sarebbegi abasso di per sé
el'intera proceduradi ottimi zzazione ne sarebbe danneggiata. Occorreinoltreconsiderare
la possibilita che la scelta degli indicatori inseriti nelle macro-determinanti sia tae da
determinare delle relazioni lineari molto forti tra y;; e y;, d punto che, pur cacolae
al’interrno di macrodeterminanti diverse, siano quasi ol’ unail duplicato ddl’ altra. Tdi
ridondanze sono discordi con I'obiettivo della riduzione della dimensionalita tipico
ddl'andisi delle componenti principali. Sopratttto nel caso delle ricerche territoriali incui
tale andisi € un paso intermedio prima ddla cluster analysis. Qui, a causa del numero
elevato di entita coinvolte, € essenziale che il numero di indicatori con cui esse sono
descritte sia il minore pussibile evitando percia di coinvolgere informazioni non stret-
tamente neeessarie. Questo ha portato Narayanaswamy eRaghavarao (1991) ariapplicare
I'anali si dellecomponenti principa i ai fattori estratti dai vari blocchi chiamando componenti
di secondo livello i nuovi fattori. Essi pero propongono una procedura sequenzid e di
inglobazione delle componenti di primo livelloinquel ledi secondo chenon ésoddisfacente
per lanostraricerca, per cui proponiamo una variante piu consonaalla situazione andli zzata.

Supponiamo che gli "m" indicatori siano ,stati sutldivisi in "g" macrodetenninanti
distintee che per ognunasiano statedetenninate p; componenti principali (chegarantiscono,
in tutte le macro-detenninanti, una quota d evata di variabilita spiegata, diciamo 90-95%)
esiap*=p; +p, + ..+ p, Consideriano lamatrice Y le cui colonne siano fonnate dagli
autovettori normalizzati e con mediazero ottenuti nell e sottoandisi.
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Lametodologiadi ricerca prevede di applicare alle "p*" supervariabili "y" | ‘analisi delle
componenti principali conservando le prime p<p* componenti di secondo livello che
coprono una percentuale soddisfacente di vari abilita spiegata. Le componenti di secondo

livello sono natura menre ortogonali. E' chiaro che se una delle colonne di S & nulla
(tranne che per I'elemento sulla diagonate) la componente di primo livello si trasferira
direttamente a secondo senza subire alcunaal terazione (si vedala dimostrazi oneall'inizio
del paragrafo). Applichiamo la metoda ogia dla matrice di varianze-covarianze positiva
con separazione debole del paragrafo 2.6. Le sottoanalisi sono quel le effettuate per i due
gruppi di cinque indicatori anche se ora conserviarno tre componenti in agni
macrodeterminante portando la variabilita spiegata al 96.50 e a 96.68 rispettivamente.
Questesel supervari abili vengono ora consideratedegli indicatori di baseai qudi applicare
nuova-mente I'andisi delle componenti principali. Laloro matrice di varianze-covari anze
edata da

S=Elyiyjs)=aiSedls 1.i=123 r,5=12

chend caso particol are dell’ esempio diventa

Yu Yo Ya1 Y1 Yo Y32
Y., 3.810
y,, 0.000 0.069
y, 0.000 0.000 0.330
y,, 1870 -0.018 0.004 3.890
y,, -0.002 0.000 0.000 0.000 0.620
y,, -0.002 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

Come si vede ¢’ e una sola entrata significati va che é affioramento dell’ ipotesi



Le componenti di secondo livello si ottengono anaizzando | anuova matrice S che pro-
duce le seguenti componenti

1 2 3
Autvl 572 198 0.69
PVS 59.22 20.79 7.14

CP1 CP2 CP3

Vi, 1.673 -1.005 0.005
Yo, -0.007 -0.025 -0.830
Yo -0.001 0.000 0.000
Vi, 1.709 0.984 -0.008
Vs 0.000 0.000 0.001
Vs 0.000 0.001 0.000

Esse, in tre, coprono 1'87% della variabilita dele componenti di primo livello. Rispetto
agli indicatori originali si puo ritenere che la variabilita spiegata sia dell'83% cioe quanto
si potevaottenercfattori zzando | amatri ce originaria S. Questo e coerente conl'ideache le
componenti di secondo livello colgano, ameno in parte, le interazioni traindicatori in
macrodeterminanti diverse trascurate dalle sottoanalisi.

Le componenti di secondo livell o hanno perd due debolezze: unadi ti po tecnico ed
unalogica. Daun lato le componenti tralasciate in una sottoanalisi perché non rilevanti ai
fini della variabilitaspiegata di quel lamacro-determi nante potrebbcro inveceaverelegami
molto forti con le componenti di dtri blocchi. Il calcolo di queste ultime componenti
risulterebbe percio privato di unafonte potenzialmenterilevante di informazione. L'altra
carenzariguarda la interpretabilita delle componenti di secondo livello: sono gia note le
difficoltaela necessitadi forti doti creative per comprendereil senso delle componenti di
primolivello, tanto che, spesso, ci si deve contentare di descrizioni vaghe, di |l argamassima
e soggettive. |l problema si dilata per le componenti di secondo livello, che sonolabili fili
che collegano fjli gia piultosto evanescenti. Al primo problema e difficile ovviare: la
speranza e chei benefici siano maggiori dei costi connessi. |1 secondainvece non € molto
grave se si tiene conto che le componenti saranno utili zzate per lacluster analysis e chela
caratterizzazione del grnppi avverra, come suggeriscono Friedman e Rubin (1967), nel
tcrmini degli indicatori originali e non sulla base degli indicatori artificiali generati
ddl'andisi delle componenti principdi.



