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Riassunto

Lacurvadi Lorenz € la rappresentazione grafica dellarelazione che si instaura fra
guote cumulate di reddi to e frazioni cumulate di redditieri una volta chei redditi siano
stati ordinati in senso crescente. In questa nota la curva viene studiata con un approccio
diretto, senzala mediazione del modello di ripartizione del reddito.

Dopo aver presentato i requisiti formali di un modello generaledi curvadi Lorenz si
e ne é studiata una forma funzional e ottenuta generalizan do la curva di Lorenz associata
alladistribuzione di Pareto. In funzione di tale curva sono state ottenute le formule di vari
indici di concentrazione e di asmmetria.

Si édiscussainfine lastimade parametri della curva con applicazioni nell’ ambito
dellarelazione tra sviluppo economico e distribuzione del reddito.

keywords: indici di concentrazione, ottimizzazione vincolata

(*) Satistica anno XLVII, n.3, pp. 437-451



1. Introduzione()

L’ interesse per I’ adattamento di modelli statistici alladistribuzione em piricadel redditi s
& ridestato anche per I’ interpol azione della spezzatadi Lorenz(?. 1l legame fralacurvadi
Lorenz ed il modello di ripartizione del reddito € molto stretto (Arnold, 1983, pp. 105-
108); lo studio delle curve di con centrazione non puo cioe essere considerato alternativo
allo studio dei modelli di ripartizionel®- Tuttavia, come osservava Gini (1932): “... Il loro
esa me puo essere piu fruttuoso e la loro rappresentazione analitica piu facile a darsi di
guanto non avwenga per le rispettive curve di frequenza...” .

Lo scopo di questa nota e di discutere un insieme di condizioni di regolarita per
definire una famiglia di funzioni che goda delle proprieta tipiche della curva di Lorenz.
All'interno di questa famiglia verra scelto un model o particolare, la curva di Pareto
generalizzata, da adattare a dati storici e sezionali della distribuzione del reddito.

L’intento finale sara di calcolare, a mezzo del modello interpolante, a cuni indici
connessi allacurvadi Lorenz ingrado di caratterizzareleriparti zione di reddito osservate.

2. Un modello per lacurvadi Lorenz

la curva di Lorenz e la rappresentazione grafica della relazione che s instaura fra
quote cumulate di reddito (indicate con q) efrazioni cumulate di redditieri (indicate con p)
unavoltachei redditi stessi siano ordinati in senso non decrescente. In questo paragrafo
verranno presentate delle con dizioni di regolarita che trasmettono le peculiarita della
curvadi Lorenz empirica® a modello analitico

q= L(p; d) 0<s p =1 (2.1)

dove d=(d,,d,,....d) D [ ™ é&il vettore di parametri che individua I’ elemento
particolare nellafamigliadi funzioni (2.1).

Lo spazio parametrico D, sottoinsieme dello spazio euclideo m-dimen sionale, 1™
sara a centro delle condizioni 4 e 5 laddove le condizioni 1, 2 e 3 riguarderanno la
struttura generale del modello®).

Condizione_1: Positivita
Lacurvadi Lorenz L(p;d) € unafunzione reale definitasull’ intervallo chiuso [0,1]
e che haqui anche il suo codominio. In particolare

LimL(p;d)=0 e LimL(p;d)=1 er ogni d OD
Lim (pd) Lim (pid) per og 22)

Condizione_2: Nondecrescenza
Siano p; e p, due punti in [0,1]. Allora

S psp, O L(pyd) < L(pyd) per ogni dCD 23)



Condizione_3: Convessita (6,
Si abbiano p;, p, ed o tutti in[0,1] e s suppongache p; < p,. Allora

L[ ap;+(1- a)p,;d] < al(pq;d) + (1- a)L(p,;d) per ogni dLD (2.4)

Condizione_4: Unicita per |’ equidistribuzione
Esiste uno ed un solo punto d*/[/D taleche

L(p;d*) = p perogni pLf0,1] (2.5

Talecondizionerichiedein praticacheil modello adottato generi lacurvadi concentrazione
minima per una unica combinazione di parametri. Un requisito essenziale per poter poi
interpretare la situazione di stributiva rappresentata dalla curva.

Condizione_5: Asmmetria
Lo spazio parametrico D puo essere suddiviso nei tre sottoinsiemi D4,D,, D3 tali che

3
-U]_Di =D, Din Dj =0 se# |j (26)
i=

In tali insiemi succede che per ogni p0,1] s ha

L(1-g;d) = (1-p) perogni dLD, 2.7
L(1-g;d) < (1-p) perogni dLD, (2.8
L(1-g;d) > (1-p) perogni dLD5 (2.9

Lacondizione5imponechelacurvadi Lorenz L(p;d) siasimmetrica(2.7) oppure presenti
asimmetria destrorsa (2.8) ed asimmetria sinistrorsa (2.9) per combinazioni distinte di
parametri. Lo scopo dellacondizione 5 e anchein questo caso di facilitare lacomprensione
del fenomeno distributivo espresso dal modello.

Il concetto di asimmetriaadottato per lacurvadi Lorenz € analogo aquello applicato
aledistribuzioni di frequenza?. Leformule (2.7)-(2.8) diventano piti chiare seil diagramma
di Lorenz viene traslato nel sistemadi coordinate(®?)

x=(p+q)/v2 ;y=(p-q)/v2 (2.10)

cheequivalein praticaad osservare lacurvadi Lorenz in uno specchio posto sullarettadi
equidistribuzione. In tale contesto la curva di Lorenz avra asimmetria destrorsa se il
massimo per y viene ottenuto per una ascissa maggiore di quella mediana (x=1/v2).
L’ asimmetria sara invece sinistrorsa se il massimo € ottenuto per un’ascissa minore di
guellamediana. Condizio ne necessaria perche lacurvadi Lorenz siasimmetrica e che il
massimo si abbia per x=1/v2.



3. Calcolo degli indici

In funzione della curva di Lorenz si possono calcolare le piu comuni misure di
concentrazione e di asimmetria. In questo paragrafo verranno date le formule degli indici
piu direttamente connessi alla curva. Un breve commento seguira quelli meno usuali.

Indice di Gini®
G=1-2A(Ld) (3.0

dove A(x;d) indical’ area sottesa alla curva L(p;d) nell’intervallo [0,x] . Come € ben noto
I"indice (3.1) equivalea rapporto traladifferenzamediaed il doppio dellamediaaritmetica.

Indice del Pietra
E = Massimo {p L]0,1] | (p -L(p;d))} (32

L’indice (3.2) € pari al rapporto tralo scostamento semplice medio dallamedia aritmetica
ed il suo massimo (il doppio della media aritmetica).

Indici di Elteto e Frigyes

Sia pg il frattile di popolazione che determina E e sia gg il corrispondente frattile di
reddito. Le due quantita consentono il computo degli indici proposti da Elteto e Frigyes
(1968)

u=(pe-de) de W= (pe- g (1-0g); V= utw-u*w (33)
Tutti etregli indici variano tra zero (assenza di concentrazione) ed uno (concentrazione
massima). Poiché u*w/v = E gli indici (3.3) non sembrano apportare pit informazione di
guanto gia non faccia E (Kakwani, 1980, p. 82). Tuttavia, Arnold (1983, p. 115) osserva
che mentre E é unafunzione dei (3.3) il converso non e vero e dunqueil loro contenuto
informativo supera quello del E.

Lunghezza della curva
1
s [ Vi1+LU(pd2 dp (34)
0
L'indice (3.4) varia19) trav2 (assenza d concentrazione) e 2 (concetrazione massima).
Indici basati su punti specifici del diagramma di Lorenz
Frai metodi per misurare la concentrazione Gini (1932) incluse
= L(V2 d) (3.5)

L’ indice (3.5) edato dal frattile di reddito spettante allameta piu poveradei redditieri. Ne
consegueche 0 < ¥ <1/2. Pietra(1914-1915) dimo stro che (3.5) e pari a rapporto tra



lo scostamento semplice medio dalla mediana ed il doppio della media aritmetica. Un
altro indice, analogo al precedente, €

¥,= Minimo{ p £10,1] | L(p;d)=1/2} (3.6)

L'indice (3.6) € dato dal frattile piu piccolo di popolazione cui spetta il 50% del reddito
totale(lt). Ne consegue che 1/2 < ¥, < 1. Gini (1932) dimosiro che (3.6) ha significato
analogo a (3.5) maper quellache egli chiamo “antiserie” (12).

Indice di Zanardi

Siindichi cony, il livello del reddito tale chelafrazione p. di redditieri possiedalafrazione
di reddito(13) 0= (1-py). In pratica(p.,qc) €il punto di intersezionetralacurvalL(p;d) ela
rettadi equidistribuzione. Zanardi (1965) haproposto di misurarel’ asimmetriadellacurva
di Lorenz con I'indice

Z= 2p0 GGl = (4GK(1-p)? + (G-1)/2 +2A[ p;d]} (3.7)

Nella(3.7) Ggel’indicedi Gini della seriazione dei redditi superiori ad y.eG; elo stesso
indice per i redditi non superiori ad y... L’indiceZ s annullanel caso di perfettasimmetria
E positivo se la asimmetria & destrorsa ovvero quando la concentrazione & maggiore frai
gruppi pit ricchi. E negativo se I’ asimmetria & sinistrorsa cioé se la disparita @ maggiore
frai gruppi piu poveri. Il campo di variazione di Z e I'intervallo [-1,1]. La tendenza
al’estremo inferiore s realizza quando ridottasi la curva di Lorenz alla estremante
minore(14)

se p<G
-G

P e p=G (3.8)

1-G

q:

O

an/

la concentrazione tende a zero. Latendenza al’ estremo superiore s ha quando la curva
di Lorenz s riduce alla estremante maggiore(15)

- <
q=[Op = -~ (3.9)
el’indice G tende a zero. Poiché Z e basato su di una differenza tra aree non si puo
escludere un suo valore nullo per curve non esattamente simmetriche. Si tratteracomunque
di casi in cui I’ effettiva asimmetria e trascurabile.

Indice di Taguchi
Taguchi (1968) ha proposto di misurare I’assmmetriadella curvadi Lorenz conil
seguente indice

T=2c082(6) - 1 (3.10)

dove B ¢él’angolo formato con |’ asse delle p dallatangente alla curva di Lorenz nel punto
(p1,0y) in cui lacurva stessa ha la massima curvatura.ln pratica



pr=Massimo{ p{10,1] | L (p;d)/[1+L (p; d)?] ¥/} (3.11)

Anche per I'indice di Taguchi il campo di variazione él’intervallo [-1,1], maadifferenza
dell’indice di Zanardi associa valori negativi a curve assmmetri che destrorse e valori
positivi a curve asimmetriche sinistrorse. La tendenza all’ estremo inferiore s realizza
gquando ridottasila curva alla estremante maggiore, la concentrazione tende a quella
massima. L'indi ce T tenderaad uno quando lacurvadi Lorenz s riduce alla estremante
minoreedil G tende puread uno. Undifettodell’indice T elasuaincapacita di distinguere
curve solo culminanti(16) dalle curve simmetriche.

Indice di Hagerbaumer
Hagerbaumer (1977) ha suggerito di valutare la posizione dei relativamente poveri con la
seguente misura(l?)

H={(2-G)/[G(1-G)] HPnan- 2A pp;d] } (3.12)

dove ( P;,,q;,) €il punto di intersezione della curvadi Lorenz con lacurva(3.9). L'indice
H variandl’intervallo[0,1] erisultacrescente se, per unfisato G, crescelaquotaposseduta
dal 50% piu povero dei redditieri in rapporto al massimo che questa pud raggiungere.
L’ estremoinferiores ottieneselacurvadi Lorenz coincideconla(3.8) el’ estremo superiore
selacurvadi Lorenz si sovrapppone ala(3.9).

4. Lacurvadi Pareto generalizzata

| requisiti relativamente modesti voluti per il modello L(p;d) danno spazio ad una ampia
gamma di forme analitiche. L’ attenzione, in questo lavoro si € limitata ad una curva
biparametrica che ben si accordaalle condizioni discusse nel secondo paragrafo. Lacurva
e

L(p;a,b) = 1- (1-pYa)b 0< a,bs1 (4.2)

Lapresenza di almeno due parametri € essenziale se si vogliono coglierei due aspetti piu
importanti dellacurvadi Lorenz: |’ area ad essa sottesa e la asimmetria.

Lacurva(4.1) éunageneralizzazionedelacurvadi Lorenz ches ottienequando il modello
di ripartizione € quello di Pareto(18). La curva e peraltro la funzione inversa di quella
propostadaRaascheet a. (1984). Nellafigura 1 vengono tracciate a cune curve del modello
(4.2).

Dato che la (4.1) e continua in [0,1] La condizione 1 del paragrafo 2 e di riscontro
immediato. All’interno di [0,1] si hanno

L' (p;a,b)=(b/a)(1-pL/a)b-1plia-l (4.2)
L" (pab)=[L (p;ab)/a][(1-a)/p+ (1-b)/(1-pY)] (4.3)

La(4.2) e positivaper p£]0,1] e cosi purela(4.3) (dati i vincoli sui parametri). Quindi



anche le condizioni 2 e 3 sono rispettate.

,0)

(0,0
Figura 1. Esempi dellacurva di Pareto generalizzata.

Lavalutazione delle (2.7)-(2.9) permette di stabilire chelacurvadi Pareto generalizzata
e ssimmetrica per a=b. In particolare da luogo allaret ta di equidistribuzione se e solo se
a=b=1. L' asmmetriaesinistrorsaper a< b edestrorsase a> b.
Leformule per il calcolo(19) degli indici visti nel paragrafo 3 sono le seguenti
G(a,b)=[2ab/(a+b)] B(a,b) - 1 (4.9

dove B(r,s) € lafunzione matematica Beta. Da notare che G(a,b)=G(b,a).

E(ab)= {pL10,1] | (b/a)(1-pl/a)b-Iplal=1} (4.5)

Dopo il calcolo di E(a,b) quello degli indici di Elteto e Frigyes segue immediatamente.

y Qo it d
Sab) = 1+%’Z%— pag pe 15 dp (4.6)
°l B i
V(ab)=1-[1-(1/2)14b (4.7)

Vy(ab)=1-[1-(U2)Vb]a (4.8)



Si vede subito che per 1a(4.1) si ha Y(ab)= ¥y(b,a).

Z(a,0)= (4/G)(p2+[ (G+1)/2] [1-21B(PL2: a,b+ 1)]} (4.9)

dove p={p70,1] | pcla+p:P=1} elB(x;r,9)=[B(r,9)] -1ﬁ<tf'1(1-t)5'1dt. Per I’indice di
Zanardi, nella (4.1), vale?0) la relazione Z(a,b)=- Z(b,a). L’ indice di Taguchi non ha,
nella (4.1), unaformula semplice?)) a presentarsi. Per I’indice di Hagerbaumer si ha

H(ab)={(2-G)/[G(2-G)I}H (ar-2)pn +HG+1)IB(p,2ab+1)} (4.10)

dove py= { p10,1] | (1-G)py=1~(1-p,V/3)b}.

Lesituazioni distributive chelacurvadi Pareto generalizzataéin grado di formalizzare
possono essere brevemente illustrate usando gli indici di Gini e di Zanardi. Le derivate
parziai di G(ab) rispetto ai due parametri sono

G j(ab)= (1+G)[ Wa+l) - Ya+l+b)] (4.11)

G p(ab)= (1+G)[ Wb+1) - Ya+l+b)] (4.12)

dove $¥(x) élafunzione matematica Digamma: continua, monotona e crescente per x>0.
(Abramowitz e Stegun, 1964, pp. 258-259). Quindi le due derivate parziali sono negative.
La conseguenza € che se uno dei parametri aumenta e |I’altro rimane costante, la
concetrazione dei redditi diminuisce. La diminuzione puo pero essere meglio qualificata
secondo |’ asimmetria della curva.

Si suppongache sia a ad aumentare e che a<b siaprimache dopo lavariazione.
Se, invaloreassoluto, Z rimane elevato, i maggiori beneficiari del trasferimento dai gruppi
piu ricchi sono soprattutto i redditieri interme
di. Nel tendere di Z a zero migliorera anche la posizione dei gruppi piu po veri mentre i
redditieri della fascia medio-alta vedranno primarallentare il loro miglioramento per poi
subire un peggioramento. Tale andamento si accentua se I’aumento € stato tale che ora
a>b. In questo caso i peggioramenti s dilatano ai gruppi intermedi e risultano favo riti |
gruppi areddito medio basso o basso.

Si supponga che ora sia b ad aumentare e che si abbia a>b sia prima che dopo il
cambiamento. L’ effetto dellaminore concentrazioneriguardain essenzalefasce di reddito
medio-alte e solo con la progressiva riduzione di Z il miglioramento si allarga ai redditi
intermedi. | gruppi areddito basso non risentono apprezzabilmente di queste modifiche.

Quando I’ aumento e al punto che a<b non sono piu soloi redditi estre mi superiori
a cedere quote, ma anche quelli inferiori, il tutto afavore delle fasce di reddito centrali.



5. Applicazioni del modello.

Il completamento del modello L(p;d) richiede il calcolo dei parametri (d;,d,, ... d.). La
tecnicausuale e quelladel minimi quadrati, ovvero ladeterminazione del vettore dCID cui
corrisponde il minimo dellafunzione

Q(d)=_glwi[qi—L(n:d)]2, W20, yw =1 (5.1)

dovelen coppie(p;,q;) sonoi punti di svoltadellaspezzatadi Lorenz (esclus gli estremi).Va
detto subito chelacurvadi Pareto generalizzata & intrinsecamente non lineare in entrambi
i parametri(?2). Cio’ non costituiscetuttaviail proble maprincipale. Le difficoltamaggiori
provengono dalla presenza dei vincoli
che riducono |o spazio parametrico al rettangolo unitario.

[l trattamento dei vincoli si apre adiverse strategie:

A)Non tenerne conto nella convinzione che seil modello € quello giusto i vincoli saranno
“naturalmente” soddisfatti. Anzi sfruttare tale presupposto per una eventuale
discriminazione framodelli alternativi.

B) Inserirei vincoli in formaimplicita: come pseudo-osservazioni addizio

mali (Faliva, 1973); con unafunzione di penalizzazione (Fletcher, 1970); op pure amezzo
di unaridefinizione dei parametri (Box, 1970).

C) Coinvolgereesplicitamentei vincoli applicando unaqual chetecnicadi programmazione
non lineare, ad esempio Rosen (1960).

Lastrategia A) e quella che comporta minori complicazioni e forzature. Produce inoltre
|’ adattamento migliore(23.
L ecapacitadi adattamento dellacurva(4.1) sono state saggiatein duediversi contesti

1) L'interpolazione dei decili della distribuzione del reddito disponibile ale famiglie (o
assimilabile) relativi anazioni diversel?4),

2)L’interpolazione dei decili delladistribuzione del reddito familiarein Italiadal 1967
al 1983(%9),

Nelle tabelle 1,2, e 3 vengono esposti i risultati delle elaborazioni relative alla stima dei
parametri ed al calcolo dell’indice di Gini e di Zanardi.

Laproceduradi stimanon linearel?6) non hamai presentato problemi di convergenza
o di sconfinamento del vincoli. Tali problemi non sono pero’ da escludere, soprattutto per
curve di Lorenz empiriche molto vicine alle estremanti (3.8) e (3.9). L’ adattamento del
modello, misurato come coefficiente di correlazione fra decili osservati e decili stimati
(colonna R? nelle tabelle) & risultato sempre molto soddisfacente, a punto da giustificare
il ricorso allaforma analitica per tutto quel che concerne la distribuzione dei redditi.

La tabella 1 mostra due tendenze abbastanza marcate: quando da paesi in via di
sviluppo si passaapaes piu’ sviluppati

) Laconcentrazione generale diminuisce.



[1) Laconcentrazionefrai “poveri” diminuisce meno rapidamente chefrai “non poveri”
sanelefas iniziali cheavanzate dello sviluppo. Nei momenti di crescitapiu’ regolari
ladinamicasi inverte e la disparita decade piu’ lentamente frai non poveri(2?).

Lates che accomuna queste due tendenze vede un ruolo viaviapiu’” dominante dei
percettori di quote intermedie di reddito. In tal senso i paesi sudamericani, caratterizzati
davalori elevati di G evalori negativi di Z, sarebbero piu indietro nello sviluppo rispetto
ai paes africani che ad analo ghi valori di G affiancano valori positivi di Z. Nel primi
infatti risultano pressoché assenti le fasce intermedie. La progressiva crescita delle classi
centrali portera poi a ripristino della asimmetria negativa, ma a livelli piu’ bassi di
concentrazione.

La tendenza risulta in gran parte confermata nel dati temporali dell’Italia. E qui
nettaladiminuzione dellaconcentrazione mentrelacurvare stasostanzi almente simmetrica
fino al (1980). Questo s spiegherebbe con il lento ma sicuro aumento dei percettori di
redditi medi.

Tabella 2-Stime dei parametri e calcolo degli
indici per i dati italiani. Fonte: Banca
Anno R? a b z G
67 0.9951 0.6484 0.6457 0.00 0.392
68 0.9950 0.6279 0.6536 -0.02 0.400
69 0.9981 0.6654 0.6398 0.02 0.386
70 0.9977 0.6397 0.6385 0.00 0.402
71 0.9939 0.6315 0.6618 -0.02 0.393
72 0.9968 0.6197 0.6860 -0.04 0.387
73 0.9966 0.6449 0.5291 0.03 0.428
74 0.9983 0.6475 0.6073 0.03 0.417
75 0.9999 0.6686 0.6257 0.03 0.393
76 0.9994 0.6712 0.6838 -0.01 0.356
77 0.9997 0.6712 0.6587 0.01 0.371
78 0.9994 0.6856 0.6666 0.01 0.358
79 0.9997 0.6594 0.6625 0.00 0.376
80 0.9983 0.7112 0.6159 0.07 0.375
81 0.9995 0.7060 0.6913 0.01 0.331
82 0.9982 0.6888 0.7228 -0.03 0.323
83 0.9983 0.6814 0.7033 -0.02 0.339

Tabella 3. Stime dei parametri e calcolo degli indici
peri dati italian
Anno R? a b Z G
1980 0.9996 0.7094 0.7107 0.0000 0.3170
81 0.9997 10.6898 0.7413 -0.0400 0.3120
82 0.9996 0.6984 0.7343 -0.0430 0.3100
83 0.9983 0.6910 0.7888 -0.0800 0.2850

Dal 1980 in poi(?® |a caduta della concentrazione si alinea ad una asimmetria
crescente in senso negativo. Questo puo’ facilmenteinterpretarsi di cendo cheladdovein
precedenza |’ aumento di importanza delle classi centrali era affiancato da un lieve, ma



significativo incremento delle fasce piu’ basse, quest’ ultime ora si deprimono perdendo
sempre piu’ il loro peso nellaripartizione del reddito.

Larelazionetrasviluppo economico eripartizione del reddito non haancoraricevuto
unasistemazionedefinitiva. | risultati di questo articolo, pur molto vicini aquelli di Kakwani
(1980), aggiungono un contributo autonomo, per certi aspetti integrativo, ma che deve
essere ulteriormente ri scontrato in piani di indagine piu’ estesi ed accurati.

Notes

(1) Ringrazioi proff. G. Gagliani, C. Vitale e M. Zenga per aver letto unaversione precedente e per gli utili
suggerimenti critici.

(2) Kakwani e Podder (1973) hanno il merito dellariscoperta di questo argomento che gia Gini, nel 1932,
aveva studiato ed impostato.

(3) Maddala e Singh (1977) hanno espresso forti riserve sulla interpolazione della spezzata di Lorenz a
causadel troncamenti, non sempre plausibili, nel campo di vasriazione del reddito per i modelli di ripartizione
ottenuti a partire dallacurvadi concentrazione.

(4) Il riferimento piu’ diretto € Taguchi (1967).

(5) Le prime tre condizioni sono ben note (cfr. Iritani e Kuga, 1983). Le condizioni 4 € 5 non sono ancora
apparse nella letteratura sulle forme funzionali della curva di Lorenz. Si vedano ad esempio Aggarwal
(1984), Gupta (1984) ed Arnold (1986).

(6) Una funzione convessa definita su [0,1] € qui anche continua (Rockafeller,1970, p. 82)

(7) I riferimento piu’ diretto € Taguchi (1967).

(8) Tale sistema € stato originariamente proposto da Gini (1932) e ripreso, su suggerimento di Arnold
Zé€llner, da Kakwani e Podder (1976).

(9) Nelle formule che seguono € sottointesa la dipendenza degli indici dal vettore di parametri d.

(10) Kakwani (1980) presentalatrasformatalineare S'=(S- v2)/(2- V2) come new inequality measure. L’ indice
einvece noto da diverso tempo. Cfr. E. Lombardo (1969).

(12) L'indice gp enoto nellaletteraturaangl osassone come Minimal Majority. Si vedaAlker e Russel (1964).
(12) Sele{X;,i=1,2, ...,n} sonolemodalita (supposte non nulle) dellaserie, ognunapresentatas con frequenza
f;, I' antiserie avra modalita X;*=1/X,, ;4 1 con frequenza f;*=X i, 1f.i+1. Le curve di Lorenz associate
allaserie ed al’ antiserie sono mutual mente simmetriche secondo la definizione data da Taguchi (1968)
(13) Gini (1932) presento’ la differenza (p-g;) come una ulteriore misura di concen trazione. Zanardi
(1965) ha dimostrato come (p.-d) corrisponda a rapporto tra lo scostamento semplice medio day, e la
sommadi y. allamediaaritmetica.

(14) Tale curva, per G fissato, € quellain cui lafrazione di redditieri con reddito nullo & massima.

(15) Tale curva, per G fissato, € quellain cui laquotadi reddito di pertinenza della primametadi redditieri
€ massima.

(16) Lacurvadi Lorenz viene detta culminante quando, con riferimento a sistema di coordinate (2.10),
I’ dltezzamassimasi hain corrispondenzadell’ ascissamediana(Ladefinizioneedi Gini). Le curvesmmetriche
sono sempre culminanti, mail converso non & vero.

(17) In realta Hagerbaumer (1977) ha proposto M=1-{(2-G)/[ G(1-G)] H{ 2Al p,;d] -P,a} con (py.qy) punto
di intersezione della curva di Lorenz con la (3.8). La ragione della formula (3.12) é di associare valori
crescenti di H apositioni man mano migliori dei relativamente poveri.

(18) Il modello di ripartizione de reddito che generala (4.1) € ovviamente quello di Pareto per a=1. Se
invecesi hab=1il modello associato & F(y)=[ (a/)y] +-®/@ con p mediaaritmeticadei redditi. Se poi a=b
la (4.1) discende da un caso particolare del modello di Burr: F(y)=[ 1+ (y/u) Y(1-D)]-P, Negli altri casi non
edisponibile una formulaesplicita per laF(y).

(19) Lavalutazionedegli indici per la(4.1) richiede un uso esteso di tecniche di analisi numerical’ autore &
disponibile per fornire copia del programma (in BASIC) che effettuail calcolo degli indici.

(20) Los puo’ dimostrare usando leformulericorsive dellaBetaincompletadiscusse ad esempio daMajumder
e Bhattacharjee (1973).

(22) 1l ruolo dei parametri ae b suggerirebbero un pratico indice di assimmetria specifico della (4.1) e cioe
(a-b). Untaleindice avrebbe le stesse caratteristiche degli indici di Taguchi e di Zanardi, mancherebbe perd
della stessa natural e interpretazione.



(22)A causadellanon linearita, gli stimatori ottenuti con i minimi quadrati non godono di proprieta ottimali
nei piccoli campioni. Laloro teoria é soprattutto asintotica. (Wu, 1981).

(23) Cfr. Tarsitano (1986).

(24) sono stati usati i dati di van Ginneken e Park (1984, p. 108 e p. 176).

(25) sono state usate due diverse fonti: | bollettini statistici della Banca d'Italia di cui al riferimento D.
Gressani (1984) eleindagini | STAT.

(26) || programma adoperato & il P3R del package BMDP, versione 1981, con pesi ugudli per ogni
osservazione e con valori iniziai 0.5 per entrambi i parametri.

(27) vale adire che lacurvadi Lorenz cambia due volte asmmetria: da negativa a positiva e viceversa.
(28) Danotareladifformitadelle stime, conseguenzadi quellapresente nellefonti, per i dati dall’80in poai.
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