Modello di regressione lineare multipla

Y variabile quantitativa (variabile di risposta)

X,,X,, -+, X, variabili quantitative (variabili esplicative o regressori)

Modello d1 relazione ( stocastico)

Y:f(Xsza”'an)"'e

e = variabile casuale errore (non osservabile)

errore casuale, disturbo, rumore
Sommatoria degli effetti su Y di una infinita di variabili, non incluse in f




f(Xsza'”an):ﬁo"'ﬁle+132X2+"'+:Bka

funzione lineare nei1 parametri ,30, ,31 , ,32 RN ,3 I

Y=p,+b X, +5,X,+--+ B, X, +e

Modello di regressione lineare

Y variabile casuale osservabile X, X,, -+, X, variabili deterministiche

Ipotesi (1): E(e) =0 = E(Y)= B,+pB.X,+B,X,+-+5.X,

OE(Y)

T8 i=1,--k
x P



i X Xy o X

. . X X cer X
Matrice dei dati : )iz }2 :22 ’:‘2

yn xln 'x2n U 'xk

n

Y, = :Bo + :B1x11 + 182X21 et :kakl Te

Modelli statistici: Y, = 'BO T ,31)612 + 132x22 et :kakz Te,

Y, = :Bo + ﬁl'xln + ﬁ2x2n et ﬁk'xkn Te,

YiZﬁo+ﬁ1xli+ﬁ2x2i+"'+:kaki+ei i=1,---,n



Y, B, € Ix x
L1 p= Pl e=|&| Xx= Loy
_Yn_ _Bk _ _e.n_ 1 x, x,
p=k+1
Y=Xp+e

e'e=(Y-Xp) (Y-XB)
=Y'Y-B'XY-Y'Xp+B' X' XP
=Y'Y-2'X' Y+B X' XB

=S(p)

B stimatore di minimi quadrati di p se S (]A})S S(B) v




SB)=Y'Y-28"X'Y+p' X' XP

o5(p) 2X'Y+2X'XB

X'Xp=X"Y

L L%
Z Xy Z uot Z 'xli'x2i

Z xkl Z xll xkl Z x21 xkn

r(X)=r(X"X)=r<p se

= -2X'Y+2X'X$ =0

p equazioni normali

r=p B=X"X)

unica soluzione







= |——————0-00-0-000-0- —— ——
*

= (i_7)2+2(7_130_:31x)25min se ¥ =0,+pBx

i=1 i=1

Vale per ogni retta Y = Bo + ,BAIX passante per il punto ()_C, Y )



= (i—7)2+2(7—,30—,31)_c)25min se ¥ =0,+pBx

i=1 i=1

Vale per ogni retta Y = Bo + ,BAIX passante per il punto ()_C, Y )



X'Y =

eq. normali {

A

B, =

" x
1 «x,
1 ox

Yy
Yoy

X

Y5,

x|

al

n,BO + nx*,B1 =nY
nx, B, +nx. B, = nx.Y

B,
B

n

nx.

§

nXx.

2

nx.

:| Matrice singolare

= nf, +nx.B, =nY

Infinite soluzioni



] = 1, el k
Modello ANOVA (ad un fattore) Y, =l+7, +e, { 1
] o AR nl_
Esempio: . . . .
trattamenti v.c. “risultati sperimentali
n, = 2 ¥y Yy Yy
Y, =U+7 +e,
Yo, =U+T +e,
Modelli ANOVA = Y, =Uu+7T,+ey

Y, =+7T,+e,y

Yy, =l1+T, e,y
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Y, =u+7,1+7,0+¢,

o Y,=u+71+7,0+e¢,
2 variabili indicatrici a valori + — Y, =u+70+7,1+e,
L Y, =u+7,0+7,l+e,

Y, =u+7,0+7,1+e,,

_ 1=1,2 n =2
Yzj—u+71xlzj+72x2ij+ezj {jzl,“',n,- {n2=3

x,; €1l valoredi X | nel j —esimo esperimento relativo al trattamento
(assenza/presenza di 7,)

Xx,; ¢1l valoredi X, nel j — esimo esperimento relativo al trattamento
(assenza/presenzadiT,)
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= | Y=XB+e

n T T,
(Yn\ (611\ (1 1 0)
Y, H €12 1 1T O
Y, p=| 1 e=|e, X=|1 0 1
Y T e 1 0 1
22 2 22 1 O 1
Y e \ ,
\ 123 ) \ 23 )

r(X)=r(X"X)=2<3=p = | nonesiste (XTX)_1

infinite soluzionidi X' Xp=X"Y

SQ definite 1n modo unico
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Y, =u+71+7,0+---+7,0+¢,
{ Y, =u+71+7,0+---+7,0+¢,
{ Y, =u+70+7,1+---+7,0+¢,

In generale = :
Y., ::,u+710+721+---+fk0+e2n2

{ Y, =p+7,047,0++7,1+e,

Y, ':,u+1'10+f20+---+fkl+e,mk

i=1,k
9 s ¥

x,; €1l valoredi X, nel j —esimo esperimento relativo al trattamento i

(assenza/presenzadit,, t=1,--+,k)
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H T T Ty
. () , /ln1 1, 0 0 )
H H 1 1
Y=| : B= 2 e=| : X=| 7 0 .2 0
Yknk : eknk : .
\Tx €L, 0 0 L,
p=k+1

r(X)=r(X’X)=k<p = infinite soluzionidi X"Xp=X"Y

SQ definite in modo unico

Modelli di regressione = Modelli lineari con X a rango pieno

Modelli ANOVA = Modelli lineari con X a rango ridotto
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Ipotesi sugli errori:

(1) Ele)=0 = E(Y)=Xp

2+3) Vie)= E((e —E(e)le—E(e)) ): E(eeT ): o |

SV(Y)=E(Y-XB)XY-XB) )=Elee’ )=0
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Proprieta dello stimatore di m.q. (r = p):

o 5(6)=(v-xp) (Y- XB)=min

° [3 ( ) X'Y=MY Stimatore lineare

o E(p)=E(X"X)'X"Y )= (X"X)'X'Xp=p

Stimatore non distorto

e V(B)=v(MY)=MV(YM’
=c (X X)' X' X(X'X)" =02(X"X)"
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Teorema di Gauss-Markov

e Sia B uno stimatore lineare non distorto di p

= VB)2VIcB) Ve

Lo stimatore di m.q., € qualsiasi sua funzione lineare,
sono stimatort BLUE
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Piano fattoriale con k fattori sperimentali (ciascuno a 2 livelli)

fattori A A A,
a a a
. : 11 21 k1
livelli e
12 Uy ayy

A. quantitativo Xp =" =4

(ai2_ai1) \+1 per j=2

2
(—1 perA =aq,
A, qualitativo X; = -
+1 perA =a,
—1
= k fattor1 quantitativi X, X,,---, X, alivelli <
+1
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[llustrazione per k =3

dati X, X, X
y, N S L
Y, 1 -1 -
Vs 11 -
V4 1 1 -1
Vs 1 -1 1
Ve IS B |
Y, 11 1
Ve 1 1 1

Obiettivo: valutare I’ effetto de1 fattori sperimentali
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Modello di regressione (del primo ordine)

Yi:E(Yi)+ei E(Yi):ﬁ0+ﬁ1xli+ﬁ2x2i+ﬁ3x3i i=1,---.8
X;;» X, X5; sOno1livellider fattori X, X, , X, peril trattamento i

In forma estesa:

Y, =B, + B, (_ 1)"‘ 132(_ 1)"’ B, (_ 1)"'61
Y, : B, + 131("' 1)"‘ 132(_1)"‘ 133(_ 1)"‘ €,

Vo= By + B+ 1)+ By 1)+ Balr e

= | Y=XB+e
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(B
B
b,
\'33/

p=(X"X)'X"Y

e e e e e




XY =

oS O v O

S oo O O

>

__14
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62( TX)_1 (

\

= Cov(B,.B,)=0 Vj<I

Stime incorrelate (indipendenti) de1 parametri (effetti)

o
3
0

0

0

= Piano ortogonale

0
o

3

0

0

0

0
o

3

0

0

0

0
o
3

\

Y,



Inferenza sui parametri (r = p)

Modello stimato

¥V =Xp=XX"X)'X"Y=HY H=X(X"X)'X’

Y. : valoriteoricidi Y

T ) ) )
H=H Matrice simmetrica

H? = X(X'X)' X"X(X"X)' X" =X(X"X)'X" =H

Matrice idempotente
— Matrice proiezione

A /\

e =Y —-Y :residui €=Y-Y

1 A\ A\ 1 S ) . .
G = éle = Z (Y. — Y)2 stimatore non distorto di 62
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Ipotesi: e~ N, [O,GZI] Y~N, [X[i,(le]

So0 512 S1k
ﬁ - Np I:'},GZ(XTX)_I] ( T}()_1 — Sll . S2k
i S ik

Igi ~ N[/Biadzsii]Y = Xﬁ = X(XTX)_IXTY =HY

Intervallo di confidenza allivello (1—ot) per S,

limiti di confidenza = B, Ft,,,_6./s,
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Ipotesi statistiche: H,:p,=p, vs H :p #p,

— p i —p 0 _y statistica-test

n—p
6./S;

Sotto H, = t

_ ﬁi _,Bio

, ~1,_,  valore osservato
6 \/ Sii

tO > ta/2;n—p

Sirifiuta H, (al livellodi significativita &) se {t <
0

o/2;n—p

Ipotesi tipiche: H,:p,=0 vs H :p #0
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Previsione

Modello stimato Y = Xﬁ
(1)
X .
X =| x,. Previsore puntuale
YA* = Xzﬁ = Py + Bixp. + Byxy -+ P Xy
Sy
E,)=xIp V(A*):XfV(]A})x* = ox" (X"X) 'x,
Stimatore non distorto
% T 2T (wTw Y! YA* —X,
Y*~N[X*l3,6 X*( X) X*] — ~f
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Intervallo di confidenza al livello (1 - a ) per x”B

AN — —1
limiti di confidenza = 3, F1,,5, ,6/x (X" X)'x.

k=1, p=2
V)= 10
n -

[C.perx!p =




