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( ) eXXXfY k += ,,, 21 �

Modello di regressione lineare multipla

Modello di relazione ( stocastico)

)regressori o eesplicativ (variabili vequantitati variabili ,,, 21 kXXX �

risposta) di (variabile vaquantitati variabile Y

e = variabile casuale errore (non osservabile)
errore casuale, disturbo, rumore

Sommatoria degli effetti su Y di una infinità di variabili, non incluse in f
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( ) kkk XXXXXXf ββββ ++++= �� 2211021 ,,,

klineare ββββ ,,,, 210 parametri nei  funzione �

eXXXY kk +++++= ββββ �22110

Y variabile casuale osservabile tichedeterminis variabili ,,, 21 kXXX �

Modello di regressione lineare
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ni ,,1�=ikikiii exxxY +++++= ββββ �22110

Modelli statistici:

1121211101 exxxY kk ++++= ββββ �
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    :dati dei Matrice
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Modello ANOVA (ad un fattore) ijiij eY ++= τµ




=
=

inj

ki

,,1
,,1

�

�

Esempio:

2=k
32 =n

21 =n

Y23Y22Y212

Y12Y111

v.c. “risultati sperimentali”trattamenti

11111 eY ++= τµ

12112 eY ++= τµ

21221 eY ++= τµ

22222 eY ++= τµ

23223 eY ++= τµ

Modelli ANOVA   ⇒
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ijijijij exxY +++= 2211 ττµ



=
=

inj
i

,,1
2,1
�

112111 01 eY +++= ττµ

122112 01 eY +++= ττµ

212121 10 eY +++= ττµ

222122 10 eY +++= ττµ

232123 10 eY +++= ττµ







1

0
   valoria i 2 indicatric variabili




=
=

3
2

2

1

n
n

iesimojXx ij  to trattamenal relativo oesperiment  nel  di  valoreil è 11 −

iesimojXx ij  to trattamenal relativo oesperiment  nel  di  valoreil è 22 −

)1 di presenza/assenza( τ

)2 di presenza/assenza( τ
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eX�Y  +=⇒    














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


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( ) ( ) prr T =<== 32XXX

µ 1τ 2τ

( ) 1
 esistenon     

−
⇒ XXT

SQ definite in modo unico

YXX�X TT = di soluzioni infinite
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ijkijkijijij exxxY +++++= τττµ �2211 


=
=

inj
ki

,,1
,,1

�

�

112111 001 eY k +++++= τττµ �

11 1211 001 nkn eY +++++= τττµ �

iesimojXx ttij  to trattamenal relativo oesperiment  nel  di  valoreil è −
),,1  , di presenza/assenza( ktt �=τ

�

212121 010 eY k +++++= τττµ �

�

22 2212 010 nkn eY +++++= τττµ �
�

1211 100 kkk eY +++++= τττµ �

�

kk knkkn eY +++++= 100 21 τττµ �










In generale  ⇒
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eX�Y  +=⇒    
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11

( ) ( ) pkrr T <== XXX

µ 1τ 2τ

SQ definite in modo unico

kτ�

1+= kp

YXX�X TT =⇒  di soluzioni infinite     

Modelli di regressione

Modelli ANOVA

⇒ Modelli lineari con X a rango pieno

⇒ Modelli lineari con X a rango ridotto
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( ) ( ) X�Y0e =⇒= EE           (1)

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) Ieeeeeee 2   3)(2 σ==−−=+ TT EEEEV

Ipotesi sugli errori:

( ) ( )( )( ) ( ) IeeX�YX�YY 2σ==−−=⇒ TT EEV
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Proprietà dello stimatore di m.q. (r = p):

( ) ( ) ( ) minˆˆˆ  =−−=• �XY�XY� T
S

( ) MYYXXX� ==• − TT 1ˆ  

( ) ( )( ) ( ) �X�XXXYXXX� ===• −− TTTTEE
11ˆ  

Stimatore lineare

Stimatore non distorto

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 12112

ˆ  
−−− ==

==•
XXXXXXXX

MYMMY�
TTTT

TVVV
σσ
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Teorema di Gauss-Markov

( ) ( ) c�c�c ∀≥⇒      ˆ~    TT VV

��  di distortonon  lineare stimatore uno ~ Sia  •

Lo stimatore di m.q., e qualsiasi sua funzione lineare, 
sono stimatori BLUE
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fattori 1A 2A kA

livelli
12

11

a
a

22

21

a
a

2

1

k

k

a
a

voquantitati iA
( )

( )12

21

2
1

2
1

ii

iiij

ij

aa

aaa
x

−

+−
=







=+

=−
=

2per 1

1per 1

j

j

oqualitativ iA =ijx






=+

=−

2

1

per 1

per 1

ii

ii

aA

aA







+

−
⇒

1

1
  livelli a ,,,  fattori    21 kXXXviquantitatik �

�

�

Piano fattoriale con k fattori sperimentali (ciascuno a 2 livelli)
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1

-1

1

-1

1

-1

1

-1

X1

1

1

-1

-1

1

1

-1

-1

X2

1

1

1

1

-1

-1

-1

-1

X3

3per  oneIllustrazi =k

y8

y7

y6

y5

y4

y3

y2

y1

dati

Obiettivo: valutare l’effetto dei fattori sperimentali
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Modello di regressione (del primo ordine)

( ) iii eYEY += 8,,1�=i( ) iiii xxxYE 3322110 ββββ +++=

iXXXxxx iii  to trattamenilper  ,, fattori dei livelli i sono ,, 321321

In forma estesa:

( ) ( ) ( ) 132101 111 eY +−+−+−+= ββββ
( ) ( ) ( ) 232102 111 eY +−+−+++= ββββ

( ) ( ) ( ) 832108 111 eY +++++++= ββββ
�

eX�Y  +=⇒    
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





=

3

2

1

0

β
β
β
β

�
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

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
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
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

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


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−
−
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−
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( )

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



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

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XXT
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∑
∑
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




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( ) ( ) 12ˆ −= XX� TV σ

( ) 4

2

8
ˆ IV

σ=�⇒=     3k



























=

8
000

0
8

00

00
8

0

000
8

2

2

2

2

σ

σ

σ

σ

( ) ljCov lj <∀=⇒     0ˆ,ˆ    ββ

Stime incorrelate (indipendenti) dei parametri (effetti)

⇒ Piano ortogonale
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Inferenza sui parametri (r = p)

( ) HYYXXXX�XY === − TT 1ˆˆ ( ) TT XXXXH 1−=

Modello stimato

THH =

( ) ( ) ( ) HXXXXXXXXXXXXH === −−− TTTTTT 1112

Matrice simmetrica

Matrice idempotente
→ Matrice proiezione

YYi  di  teorici  valori:̂

residui  :̂ˆ iii YYe −= YYe ˆˆ −=

( )∑ −
−

=
−

=
i

i
T YY

pnpn
22 ˆ1

ˆˆ
1

ˆ eeσ 2 di distortonon  stimatore σ
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Ipotesi: [ ]I0e 2,σnN∼ [ ]IX�Y 2,σnN∼

( )[ ]12,ˆ −∼ XX�� T
pN σ ( )

















=−

kk

k

k

T

s

ss
sss

�

�

211

11200

1XX

[ ]iiii s�N� 2,ˆ σ∼ ( ) HYYXXXX�XY === − TT 1ˆˆ

( ) i�confidenza di Intervallo per  1 livello al α−

limiti di confidenza  ⇒ iipni st� σα ˆˆ
;2 −#
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Ipotesi statistiche: 0100 :      vs: iiii ��H��H ≠=

⇒0 Sotto H pn
ii

ii t
s
��

t −∼−=
σ̂
ˆ

0 statistica-test

pn
ii

ii t
s
��

t −∼−=
σ̂
ˆ

0
0





−<
>

−

−

pn

pn

tt
tt

H
;20

;20
0  se ) ivitàsignificat di livello (al  rifiuta Si

α

αα

valore osservato

0:      vs0: 10 ≠= ii �H�HIpotesi tipiche:
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Previsione

�XY ˆˆ=Modello stimato



















=

∗

∗

∗

∗

kx

x
x

2

1

1

x Previsore puntuale

∗∗∗∗∗ +++== kk
T xxxY ββββ ˆˆˆˆˆˆ

22110 ��x

( ) �xTYE ∗∗ =ˆ
Stimatore non distorto

( ) ( ) ( ) ∗
−

∗∗∗∗ == xXXxx�x 12ˆˆ TTTVYV σ

( )[ ]∗
−

∗∗∗ ∼ xXXx�x 12,ˆ TTTNY σ ( ) pn
TT

T

t
Y

−

∗
−

∗

∗∗ ∼−
xXXx

�x
1

ˆ

ˆ

σ
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( ) �xTconfidenza di Intervallo ∗− per  1 livello al α

limiti di confidenza  ⇒ ( ) ∗
−

∗−∗ xXXx 1
;2 ˆˆ TT

pnty σα#

eXYpk ++=== 10       2  ,1 ββ

( ) ( )







 −+= ∗
∗ 2

22

1ˆ
X

xx
n

YV
σ

σ



=
∗

∗ x
1x

( ) minˆ       Se
2

==⇒= ∗∗ n
YVxx

σ

⇒∗   per �xT C. I.

X

Y

x


