r(X)=r(X"X)=r<p
G ¢ una inversa generalizzata di X' X se : (XTXX}(XTX)z XX

Proprieta di G

e H=XGX' ¢invarianterispetto a G
e HX=XGX'X=X ¢ X' H=X"XGX" =X"
e H ¢ una proiezione

H=H’ cheG sia simmetrica o meno

S i.g.simmetricadi XX" = XSX' simmetrica
ma XSX' =XGX' = XGX' simmetrica

H’ = XGX'XGX' =XGX'H=H



e r(H)=tr(H)=r

r(H)=r(XGX" )=tr(XGX" )= r(GX"X)=r(GX"X)< r(X"X)=r

r(H)=r(XGX" )= r(GX"X)> r(X"XGX"X)= r(X” _)

= r(H)=r

. X:QXXO) X: r(X)=r(X)=r(X"X)=r

= wnaig.diX'Xe G= [ (E(T g

Se r(X)=r(X"X)=p = G=(X"X)" &unica



XTXﬁ =X'Y  equazioni normali
B=GX"Y &unasoluzione (di minimi quadrati)

infatti X’ X(GX"Y)=X"Y

—1

Se r=p = G:(XTX)

ﬁ — (XTX)_1 X"Y unica soluzione



X'XB=X"Y = {” ”’“;Hﬁ}}_

nx. nx,

Gigdi X'X = p=GX’Y

™
I |
|







Alternative (pratiche) all’uso dell’inversa generalizzata:

modifica del modello per rendere X' X non singolare
acquisizione di nuovi dati per rendere X' X non singolare

restrizioni lineari per rendere X' X non singolare

Es.: s1 pongono pari a zero tutti 1 parametri associati
alle colonne di X che generano dipendenza

restrizioni non lineari e soluzione del problema di minimi quadrati

Es. ridge regression



Proprieta dello stimatore di m.q. (r < p):

e (6)= 8] (v—xB)- mi
° ﬁ =GX'Y=MY Stimatore lineare

o (ﬁ)z E (GXTY) =GX'XP stimatore distorto
se r=p E(ﬁ)z (XTX)_1 X"Xp=p  non distorto

o V(ﬁ) MV(Y)MT =0°GX"XG" non unica
se r=p V(ﬁ) (x7X)'



Funzioni stimabili

P non € unico = P non e stimabile

¢’ B & una funzione stimabilese ¢’ =d’X

= ¢’ stimatore m.q.dic’p

Proprieta:

e ¢/B=d"XGX"Y invariante rispetto a G
o E(’B)=d"XGX"XB=d"XB=c’B non distorto

e VI'B)=0d"XGX"XGX d =0°d"XGX"d = 6¢’Ge unica



Criterio di stimabilita — c/GX'X=¢!

¢'GX'X=¢! = ' =c'GX'X=d4d"X
infatti
¢ =d'X = GX'X=d'XGX'X=d"X=¢’

se r=p P e c'P, cqualsiasi, sono stimabili

Teorema di Gauss-Markov

Sia ¢’ B uno stimatore lineare non distorto di ¢’
= VB)=vIcp) ¢’f ¢ BLUE

se r=p P e c’P, cqualsiasi, sono BLUE



Y=Xp=XGX'Y=HY invariante rispetto a G
se r=p H=XX"X)'X’

"Xp=1"Y = y::BAo+:BA1)_C1+IBAz)_Cz+"'+Bk3_Ck

'Y=1Y = Y 5 =Yy,

Y'Y=Y'H'HY = Y'HY
Y'Y=Y'Y=Y"HY

_n[ Zyj Lyr1) = —YT11TY YT[IIIT)Y



SOQT =Y (Y,-Y) =) ¥?—nY? =

= YTY—YT(lllT )Y = YT(I—IIIT)Y
n n

SoM =Y (0, ~Y =Y ¥’ -ny> =

= YTHY—YT[lllT )Y = YT(H—IIIT)Y
n n

SorR=Y (r,-7) (Y- (¥-¥)=
=Y'Y-YY-Y'Y+Y'Y=YY-Y'Y=Y'(I-H)Y

SOT = SOM + SOR
SOM _

0< R? = <
SOT

1 coeff.di determinazione




Teoremi sulla forme quadratiche

(1) ZTAZ~)(2'[F(A);;;ITAH} & AV eidempotente

= E(Z"AZ)=1r(AV)+p"Ap
(2) Z'"AZ e Z'BZ sonoindipendenti < AVB=0

(3) Siano U, ~)(2,[n1 ;l] e U, ~)(2[n2] v.c.indipendenti

Ul/nl

—
Uz/nz

~ F,[nl’n2 ;l]



Y~ N [Xp,0I] = ;Y ~ Nn[l XB,I}

O
S ’ :[1 j[ _lllTj[l j
O O n O

(H—lllT ](H—lllT jz H—lHllT —lllTH+111T = (H—lllT j
n n n n n n
1idempotente

Oss. 1I'Xp=1"XGX'Y=1"HY=1"Y = I"H=1’

n n

r[H e j: rr(H)—zr[lnT j: r—1



par.d1 non centr. =

1 : BTXT[H_lllT ij
20 n

ﬁTXT[H “hr jxp = ISTXT[I e jxp
n n

poiché BT X HXP =B’ X" XB

B=[§°) , X=(1LX,) = Xp=18,+X8,



BTXT(I—IIIT ]xns = (15, +X1|s1)T(I—111T ](lﬂo +XB,)
n n
= (8,1 +B7X] {I—lllT )(lﬂo +X,B,)
n
— (IBOIT T l}1TX1T _lﬂoan _1B1TX1T11T j(lﬂo + XIBI)
n n

1 1
= ,BoplTxlTl + BITXITXIBI _Z,BoﬁlTxlT 1n— BITXIT ;IIT X B,

=B/ X/ (I — lllT jxlﬁl
n
50

M : 1 1
pp) ~X’ |:”_1;wﬁ1TX1T(I_n11T )’&&}

teorema (1) =



szR:(;YjT(I—H)(;Yj

I-H)I-H)=I-H-H+H=1I-H
rI—-H)=t(I)-tr(H)=n—r
B'X"(I-H)Xp=p"X"Xp-p"X"HXPB =0

SOR

teorema (1) = — ~)(2[n—r]
0

E[SQRjzn—r = E(6?)= E(SQRjzoz

o’ n—r




(H—lllT j(I—H):H—H—lllT + 11TH=0

n n n

teorema (2) = Sin e SQ2R sono v.c.1ndipendenti
O 0)
SOM
L O " soM r-1
~ SOR / 42
. /n—=r
0)

teorema (3) = f~F/{l’—1,i’l—l’; 12B1TX1T(I—111T jxlm}
20 n




Tabella di analisi della varianza

Fonte di

variabilita >3 gl MQ  Rapportof
Modello SQM r-1 SQM/(r-1) fo
Residua SQR n-r SQR/(n-r)
Totale SQT n-1

Sotto H,:X,p,=0 = f~F|r—Ln-r]

p—value p= P[f > fo] = sirifiuta H, perognia > p

ANOVA (ad un fattore) H,:XpB, =0 = 7,=7,=---=7,=0

se r=p H;:XB,=0 = f=p4,=-=p=0



