Vettori Aleatori Bidimensionali

Esercizio 1 (Weiss 6.1)
Si indichi con X e Y la durata aleatoria di due componenti elettrici identici,
ottenuta controllandone il funzionamento a tempi discreti (per esempio ogni
ora). La funzione di probabilita congiunta é
pxy®,y)=p*(A-p)Y 21 @12, ().
Calcolare
(a) tutte le funzioni di probabilita marginali e condizionate;
(b) PX=Y)
(c) PX>Y)

(d PX-Y >3).

Soluzione: (a)

(o]
px@)=p(L=p)Y g )@ Y p(l-p) " =p(L-pf g, ).
y=1
Quindi X ~ Geo(p).
Per simmetria anche Y ~ Geo(p).

Inoltre, si vede subito che X e Y sono indipendenti, e quindi le funzioni di probabilita
condizionate coincidono con le marginali.

(b)

(0] (o]

PX=Y)=Y PX=kY =k)=p> ) (1-p)*2
k=1 k=1
[e) 2 2

2 2k p p p
=p (1—p) = = = .
,;) 1-(1-p* 2p-p* 2-p

(¢c) Possiamo procedere in due modi per il calcolo di P(X >Y).

Osserviamo che, per simmetria, P(X >Y)=P(Y > X). Essendo poi
1=PX>Y)+PY >X)+P(X =Y)=2P(X >Y)+P(Y =X),

risulta

PX>Y)=

1-PY=X) 1-95% 1-p
2 2 2-p

In alternativa, possiamo osservare che
PX>Y)=PY =1)PX>1Y =1)+PY =2)P(X >2|Y =2)+...

=PY =1PX >1)+PY =2)P(X >2)+...= Z P(Y =R)P(X > k),
k=1



essendo X e Y indipendenti.

Sappiamo che
P(Y =k)=py(k)=p(1-p)*~!, k=12,...

Si tratta ora di calcolare P(X > k) per £ =1,2,..., cioe la funzione di sopravvivenza (uno
meno la funzione di ripartizione) di X:

(o]

PX>k)= Y pA-py™
J=k+1

= p(1-p)*

=p(l-p* Yy pA-py=

=(1-p*.
o 1-(1-p) 1=r

Quindi

PX>Y)=) pA-p)ta-pf=Y pa-p?**
k=1 k=1

1 00 1- 2k _ p(1-p) :pﬂ—p):l_p.
p( p)kgo( p) Ao " @ p) " 2=s

(d) Conviene calcolare la funzione di probabilita di Z = X —Y. Chiaramente Z & a valori
nell’insieme dei numeri interi Z = {0,+1,+2,...}.

Per y=0

P(Z=2)=) PX=y+2)P(Y =y)

y=1
:p2 Z(l _p)y+z—1(1_p)y—l :p2 Z(l _p)2y—2+z
y=1 y=1
o) 2
— 21_ 4 1_ Zy:p—l_ Z:L 1_ Z.
p( p)ygo( 2a vyl S g
Se invece z <0
P(Z:z):ZP(X:x)P(Y=x—z)
x=1
:p2 Z(l _p)x—l(l_p)x—z—l :p2 Z(l _p)zx—Z—Z
x=1 x=1
00 2
- 21_ -2 1_ 2.76: p 1_ —Z: p 1_ —Z'
p*(1-p) ,;)( PP =g D)

Mettendo tutto insieme D
pz(z)= ——(1-p)?.
2-p

Di conseguenza, la probabilita richiesta e

[} _ A\
Z(l_p)z: M

P(X—Y>3):P(Z>3):Z%{l—p)'z'zﬁ(l—p)4 5 p
- - z=0 -

z=4



Esercizio 2

Una macchina produce un numero X di pezzi in un giorno, dove X ~ Bin(n, p).
Ogni pezzo e perfettamente funzionante con probabilita a, indipendente-
mente dagli altri pezzi. Sia Y il numero di pezzi funzionanti in un giorno.
Calcolare

(a) la funzione di probabilita condizionata di Y dato X = x;
(b) la funzione di probabilita congiuntadi X e Y;

(c) la funzione di probabilita marginale di Y

(d) la funzione di probabilita condizionata di X dato Y = y.

Si identifichino inoltre le funzioni di probabilita ai punti (a) e (c).

Soluzione: (a)
Y |X =x ~Bin(x, @),

cioe

pyix(ylx) = (;) a?(1-a) I, o).
(b)

pxy(x,y)=pyix(ylx)px(x) = (;) a’(1- a)x_yl(o,L..‘,x}(y)(Z)Px(1 -p)V" o1, (%)

(Si veda Figura 1).

YA

]Y

o 1 o — n

Figura 1: Supporto del vettore aleatorio (X,Y).



(c)

xX=Yy

n! & 1
=1 W' — ) ——
{0,1,...,.n}Y 5! xzy(x—y)!(n—x)!

pyM=Io1,. . n» . (x)ay(l —a)? (Z)Px(l -p) "
(1 _ a)x—ypx(l _p)n—x

Sia k = x — y. Llestremo inferiore della sommatoria in % & zero, quello superiore n — y:

n! "=V 1
pyM=Ip1, m»a’— >

T e
. k:O . .

n! n—y (n_y)'
=Ip,. 0y’ »’

_ ki1 _ yn—y—k
Sy kzok!(n—y—k)![p(l a)l*(1-p)

!
= I{o,l,...,nmy)aympy[p(l —a)+(1-p)"Y

= (Z)(pa)y[l —pal™ g1 m(y).

Quindi Y ~ Bin(n, pa).

(d)
(xly) ()a”@ - Ty et @ ()P A =PV Ti0,1,..(¥)
X =
pPx|iy\xiy (;)(pa)y[l_pa]n—yl{o,l ..... ()
Y
=%(l—p)"_x[p(l—a)]’“‘y(l—poc)i"‘”l{y,erl ..... (%)

- (z :i)(l -p)" FpA - YA - pay "Iy g1, ).

Esercizio 3
Si consideri la seguente funzione di densita
fxy(,y) =60y —x)1)(®)(x1)(¥).

Determinare le densita marginali e

P(1/2<Y < 3/41X =1/2).

Soluzione:
I1 supporto del vettore aleatorio & dato da (vedere Figura 2)

{(x,y)eR?:0<x<1l,x<y<1l}={(x,y)eR®:0<x<y,0<y<1}

Allora

1 y2 y=1
fx(x)= I(o,n(x)f 6(y —x)dy = I 1)(x) (63 - 6xy)

y=x
= I(0,1)(x)(3 — 6x + 3x2) = 3(1 — x)2I 9, 1)(x).



]Y

0l 1

Figura 2: Supporto del vettore aleatorio (X,Y).

Inoltre

y 24 1x=0
fry)= I(O,l)(y)](; 6(y —x)dx = I0,1)(y) (ny - 6%)

x=y
=3y%I(0,1)(9).

Per il calcolo della probabilita richieta occorre la densita condizionata di Y dato X = x:

fxy@,y) 20 -%), )
fx)  (1—x2 @Y

In particolare la densita condizionata di Y dato X =1/2 e

frix(ylx) =

2(y —1/2)
Y Iae,1) () =By —DI12,1)(y).

fY\X(y|1/2)=W

La probabilita richiesta & data da
3/4 3/4 ) 34
s frix(y1/2)dy = fl . (8y —4)dy = 4y* -4y}, = 1/4.

Esercizio 4 (Weiss 9.73)

Successivamente ad un incendio, una compagnia di assicurazione fornisce
una stima iniziale X dell’lammontare del risarcimento. Effettuata la richie-
sta, la compagnia paga al richiedente 'ammontare Y. Supponendo che la sti-
ma iniziale sia 2, determinare la probabilita che I’esborso finale sia compreso
tra 1 e 3, nell’ipotesi che la densita congiuntadi X eY &

fxy(x,y)= 2 y~FVEDL (I 1,00/ ()-

(x—1)



Soluzione:
Determiniamo prima di tutto la marginale di X:

Fx (@) = I 00)() f ~@e-Da-Dgq,

2(x 1)
y—00
= — l_zacx:ll
xz(x -1) =1
y—00
I (1,00)(%) f [ Sy
( y=1

1
= m I, oo)(x) I(l 00)(%).

La densita condizionata di Y dato X = x € quindi

—(2x-1D/(x-1)

2
fxy®x,y) 2a-nY
fx(x) 2
X

*(2x71)/(x71)1(1

Frix(ylo) = I = xxjy )

eperx =2
frix(v12) = 2y~ I(1,00().

la probabilita richiesta e

3
P(1<Y<3|X=2)=f 2y 3dy = —y—2|§=1—(1/3)2=8/9.
1

Esercizio 5 (Weiss 9.65)

Siano X e Y le coordinate di un punto scelto a caso nella meta superiore del
cerchio di raggio 1. Determinare densita congiunta, marginali e condiziona-
te.

Soluzione:
Il supporto del vettore aleatorio & dato da (vedere Figura 3)

{(x,y)E[RQ:—1<x<l,0<y<\/1—x2}={(x,y)€[R22:—\/1—y2<x< 1-y20<y<1}

La densita congiunta &

-1 0 1 x

Figura 3: Supporto del vettore aleatorio (X,Y).

2
fxy(x,y) = T1,p®I o () = ;I(_1,1)(x)1(0’@)(y)-

Area Semicerchio

6



Le due marginali sono

V1-x2 92 92
fx(x)= I(—1,1)(x)f0 ;dy =_V 1-a21(1,1y(x)

1-y% 9 4
=1 Zdx=—1/1-9%2I .
[x(x) (0,1)(3’)[_m —dx=— ¥4I 0,1(y)

La densita condizionata di Y dato X =x &

fxy@,y) 1
frix(ylx) = @ \/1__3621(0,@)(3').

La densita condizionata di X datoY =y e

fxyey 1, o
fY(y) - 2 1_y2 (—\/1_y2,m) x).

fxy(xly) =

Quindi

YIX=x~%0,V1-22) X|Y =y~%—\/1-y2,\/1-y2).

Esercizio 6 (Weiss 9.69)
Siano X e Y le coordinate di un punto scelto a caso nel triangolo di vertici
(0,1),(1,0) e (1,1). Determinare densita congiunta, marginali e condizionate.

Fare lo stesso nel caso si scelga X uniformemente in (0, 1) e successivamente
Y in (0,X).

Soluzione:
In entrambi i casi il supporto del vettore (X,Y) e (vedere Figura 4)

{(x,y)eR?:0<x<1,0<y<x}={(x,y)eR?:y<x<1,0<y<1}

Nel primo caso la densita congiunta vale uno diviso 'area del triangolo per i valori del

YA y=x

]Y

1

Figura 4: Supporto del vettore aleatorio (X,Y).



supporto e zero altrove. Quindi
fxy(x,y)=2I01)x)0xn(y) =21 1)x)01)(y).
Le marginali sono
X
fx(x)= 2[(0,1)(36)](; dy =2xIg,1)(x)
1
fr=2Loy) [ de=20- Loy
y
Le densita condizionate son invece
1
frix(ylx) = ;Im,x)(y)
1
fxiyxly) = mf(y,l)(x)-

Questo significa che
YIX=x~%0,x) XY =y~%y,1).

Nel secondo caso si ha invece
1
fx@)=Ionx)  frix(ylx)= ;I(O,x)(y)-
Di conseguenza
1 1
fxy,y) =frix(ylx) fx(x)= ;I(O,l)(x)I(O,x)(y) = ;I(y,l)(x)I(O,l)(y)-

La marginaledi Y &

1

1
Fr=Toy | L dx=logxl} To1(3) = ~log3To.n ().
y

Infine la densita condizionata di X datoY =y e

fxyxly)=- I(y,1)(x).

1
xlogy

Esercizio 7
Si considerino le v.a. con la seguente funzione di densita congiunta

fxy@,y)=e""10,00) () (0,00) ()

Determinare la densita e la funzione generatrice dei momentidi Z =2X-Y.

Soluzione:
Dal calcolo delle marginali,

fx@)=e " Ioe)®)  fr(y)=e "I (y)

si vede subito che X e Y sono indipendenti ed esponenziali di parametro 1.

8



Siano ora U =2X e W =-Y di modo che Z=U +W.
Determiniamo la distribuzione di U e W. Usando la formula per trasformazioni monotone
della va. X

d _ _
fg(X)(y)=‘d—g 1(;\’)‘}”X(g Yy).
Y
troviamo
1
fuw) = Fx@/2)/2= eI 0,00(w)
fww) = fy (—w) = ¥ I(_e0,0)(w).

Possiamo a questo punto usare la formula di convoluzione:
+00
fo@= [ fotfie-wau
—00

_ oo l z—3u/2 _
= e I(O,oo)(u)l(—oo,o)(z u)du.
oo 2

Quindi 'integrale & certamente non nullo nella regione
{0<u<oo,—co<z<u}.
Possiamo descrivere questa regione anche come
{O<u<oo,—c0o<z<0lu{z<u<oo,0<2z<o0}

cioé come unione del quarto quadrante del piano (u,z) e della regione compresa tra 'asse
delle ascisse e la bisettrice del primo e terzo quadrante, si veda Figura 5.

zA z=u

....................................... /

Figura 5: Piano (u, 2).
Ritornando all’integrale:

0 PR 0 NP
Z\2) = L(-00,0)\% 5€ u 0,00\% 5€ u
fz(2) =1 ,)()fo zzud”[,)()f ;¢
z

+00
+110,00)(2)

1 B +00
_—e? 3u/2
3

1,
:I(foo,())(z) __eZ 3u/2]

z

1 1 _
= gezl(—oo,O)(z)"‘ 3° 2/21[0,00)(2)-



Quella calcolata ¢ in effetti una valida funzione di densita, in quanto

o )

+00 1 0 e 1
ﬁw fz(z‘)dz=§[ez|_oo —2e7% o =§[1+2]=1.

La funzione generatrice dei momenti puo essere calcolata usando la densita appena calco-
lata oppure sfrattando 'indipendenza tra X e Y (e quindi tra U e W).
Col primo metodo troviamo

+00
mz(t) =[ e fz(2)dz

o0

1 0 +00 1 +oo
_1 U ez(t+1)dz+f ez(t71/2)dz] _1 _
3 —00 0 3 0

Il primo integrale converge per ¢ > —1, il secondo per ¢ < 1/2. Di conseguenza [ e'?fz(z)dz
esiste finito per —1 < ¢ < 1/2 e quindi la fgm esiste ed e uguale a

ez(t+1)

t+1

0 e2(t-1/2)

IURTEY

0oL 1 ] ~ 1
mEOEgtv1 t-12| T @rna-20°
Usando I'indipendenza tra U e W:

mz(t) = BV = EeV)EE™) = my(t) mw ().

Ora, pero,
1
my(t) =mox(t) =mx(2t) = 1—27,‘ per ¢t <1/2
¢ 1
mwt)=m_y({)=my(-t)= 1_+t pert>-1.

Ritroviamo quindi che per -1 <t <1/2

1

mz®= =z

10



Disuguaglianza di Chebyshev

Esercizio 8
Sia X una variabile aleatoria con E(X) =0 e Var(X) =1. Si determini il piu
piccolo intero £ tale che

1. P(IX|=zk)=<.01

2. P(IX|= k) =<.005

Soluzione:
La disuguaglianza di Chebyshev assicura che

1
P(lX— E(X)| > k\/Var(X)) =P(X|2k)< 5 per ogni k>0.

—=— = k=10

k= i =15
.005
Esercizio 9

Sia S, la variabile aleatoria per il numero di successi in n prove indipendenti
e la probabilita di successo in ogni prova e p € (0,1). Mostrare che

1.
S 1-
P( —n—p' 26) Sp(_zm per ogni € > 0.
n ne
S 1
P('—n—p 26) <s-—5 perognie>0.

n 4ne
(Suggerimento: calcolare il massimo della funzione f(p) = p(1 - p) per
p€(0,1)

Soluzione:

S, ha distribuzione binomiale con parametri n e p. Dunque

[E(ﬂ) = l[E(Sn): P _,

n n n

Var(&) - %Var(sn) _ np(lz—p) _ p(1 —p).
n n n n

11



1. La disuguaglianza di Chebyshev assicura che per ¢ >0

Sn
B[S (%) )‘ﬁ
n n €2
Quindi
S 1-
P(_n—p‘ze)sp( 2p) per ogni ¢ > 0.
n ne

2. Il punto di massimo della funzione f(p) = p(1—p)in (0,1) & p = 1/2. Dunque
f(p)=p(1-p)<f(1/2)=1/4 per ognipe(0,1)

epere>0

Sn ’ze)sp(l_p)s ! )
ne2 4ne?

Esercizio 10
Mostrare che per ogni variabile aleatoria con valore atteso finito u

1.
1
P(X —pulzk) < E[E(lX — ).
per k> 0;
2. N
P(D 2 a)< ——,
ua
essendo D = )% ,02=Var(X)<ocoe p#0.
Soluzione:
Se g(-) & una funzione non-negativa allora per & >0
PlgX)=k]=< @.

1. E sufficiente considerare la funzione non-negativa g(x) = |x — E(X)| per ottenere il
risultato richiesto.

2
2. Poniamo g(x) = (%) e k =a?. Allora

Esercizio 11
Mostrare che la disuguaglianza di Chebyshev e la migliore possibile, nel

12



senso che per ogni k£ > 0 & sempre possibile trovare una variabile aleatoria
X con valore atteso i e varianza o per cui si ha

2
= ﬁ’
per cui cioé I'estremo superiore della disuguaglianza di Chebyshev viene
raggiunto.

P(IX - ul = k)

Soluzione:
Un esempio molto semplice & dato dalla v.a. con funzione di probabilita

1 1
px(x)= 51{—k}(x) + El{k}(x)-
Allora
1 1
u:[E(X):§x(—k)+§xk:0
1 1
o2 =Var(X) =EX?) = 5 xk2+5 x k2 = k2.
Quindi
P(IX-ul=k)=P(X|=k)

02

=PX=-k)+PX =k)=1= ok
Esercizio 12
Siano X1,Xo,...,X, variabili aleatorie indipendenti e S;, 1a loro somma. Sia-
no my = E(Xp), 0% = Var(Xy) e M, =%, _,mp. Sisupponga 02 <R VEk e si
dimostri che, per ogni € >0

S M
P( 2r o2l ce) -1
n n
quando n — oo
Soluzione:
Risulta
S 1 12 M
[E(—") =L =1 S By = Y,
n n niz n
Var(&) = — Var(S,) * iVar(X )
n) n? Y2y k
1%, 1&_ R
= — —_ R = —.
n? l«glak 2 kZ::1 n

Usando la disuguaglianza di Chebyshev , abbiamo per ¢ >0
p( Sn_ My

)‘ﬁfﬂ
n n

€2 ne2’

13



Se ne deduce che

M M
P(&——” <e)=1—P(§——” ze)zl—iz.
n n n ne
Allora 3 u R
1imP(—"——" <€)2 lim (1——2)=1.
n—oo n n n—oo ne
Cio significa che
M
limP(&——n <€)=1.
n—o0 n n

Esercizio 13
Sia Z normale standard. Dimostrare che

P(Z = x) <exp[-x%/2] Vx>0

(Suggerimento applicare la disuguaglianza di Markov per g(Z) = e*4.) Dopo
aver determinato la distribuzione di X,, = %Z?le i, dove X; ~1i.d.AN (u,az),
usare questo risultato per calcolare I'estremo superiore di P(|X,, — u| > Ko),
con K > 0.

Si determini inoltre, quando K = 1, il piu piccolo n tale che I'estremo supe-
riore ricavato in precedenza sia pitl piccolo di 1073.

Soluzione:
Ovviamente per la v.a. e*Z positiva vale la disuguaglianza di Markov:

2
[E[exZ] - mz(x) ~ e® /2
2 - exz

P(Z = x) = P(xZ = x2) = P(e*? = ¢ ) <

" = = exp[—x2/2].
e e

Si puo vedere usando il metodo della fgm che
1 n n
mg (t)= [E(exp(; Y Xi)t) = [ | Eexp(tX;/n)) = (mx, (t/n))"

=1 i=1
n

=exp

2 2
[ (/) +tu/n

(o2/n)t? ]
+iu|.

Questo risultato implica che X,, ~ A (u,0%/n). Di conseguenza (X, —u)/(o/\/n) = Z ~ A (0,1).
Applicando il risultato precedente

P(X, - ul > Ko)=P(Z|>K/n)=2P(Z > K+v/n) < 2exp[-nK?/2].

Infine, cerchiamo n tale che
2
2exp[-nK?2/21<1073 = n> —ﬁlog10_3/2 =15.2018

Quindi n = 16.

Esercizio 14
Supponendo P(X <0) =0 e E(X) = u < 00, si dimostri

14



P(X =a)<pu/a perognia>0

2.
P(X <ut)=1-1/t perognit>0
Soluzione:
Se g(-) & una funzione non-negativa allora la disuguaglianza di Markov assicura per k& > 0
Elg(X)]
PlgX)=k] = gT' (1)

1. Essendo X una v.a. non-negativa, possiamo usare la (1) con g(x) = x. Quindi

PX za)<pla
Sia g(x) = x/p. Allora dalla (1) si ricava

P(X =z put) <

~ | =

Quindi
1
PX>ut)=1-P(X = ut) = 1—;.

Esercizio 15

Si indichi con Y, il prezzo delle azioni IBM alla fine dell’n-esimo giorno di
contrattazioni dell’anno. La variazione di prezzo tra due giorni consecutivi,
X, =Y,,1-Y, & una variabile aleatoria con valore atteso nullo e varianza
02 =1/4. Se Y1 = 30, si calcoli un limite inferiore per le seguenti probabilita,
sotto l'ipotesi che le v.a. X,, sono indipendenti tra loro.

(a) P(25 <Yy < 35).
(b) P(25<Y71<35).
(C) P(25 < Y101 < 35)

Soluzione:
Per n =1, esprimiamo Y, in termini delle X,,.

Y2 =X1+Y1
Y3 =X2+Y2 =X2+X1+Y1

Yn =Xn_1 +Xn_2+...+X1 +Y1

Allora

n—1
Y, =30+ ) Xp.
k=1

15



Inoltre

n-1
E(Y,)=30+ Z E(X}) = 30;
k=1
n—1 n-1
Var(Y,) = Z Var(Xp)=——.
k=1 4

La disuguaglianza di Chebyshev assicura che per ogni 2 > 0

Y,
P(IY, ~E(Y,)| <k)=1- Vaz(z )
cioe )
4k“+1—-n
PB0-k<Y,<30+Ek)= i

(a) Per k=5 e n =2, ’'estremo inferiore & .99
(b) Per k=5 e n =11, ’estremo inferiore & .9

(¢) Per k =5 e n =101, I’estremo inferiore & 0. In questo caso la diseguaglianza non & per
nulla informativa.

Esercizio 16
Sia X una variabile aleatoria assolutamente continua non-negativa. Si de-
termini il piu piccolo estremo superiore per P(X = a) nell'ipotesi che

(a) E(X)=20

(b) E(X) =20, Var(X) =40 e X & simmetrica intorno alla sua media.

Soluzione:
Se g(-) & una funzione non-negativa allora la disuguaglianza di Markov assicura per k£ >0
Elg(X)]
Plg(X) > k] < gT. )

1. Essendo X una v.a. non-negativa, possiamo usare la (2) con g(x) = x. Quindi

P(X za) = E(X)/a =20/a

2. La disuguaglianza di Chebyshev assicura che per ogni 2 >0

Var(X)
k2

P(IX-EX)Izk)<

Essendo X simmetrica
P(IX-EX)|=k)=P(X=20+k)+.P(X <20-k)=2P(X =20+k).

Dunque
Var(X) 20

PX=20+k)s ——=—.
(X =20+k)= 2k2 k2
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Ponendo a =20+ %, cioe &k =a — 20,

12
P(X Ea) = m

Siano ora g(a) = ﬁ e f(a) = 2a—0. E immediato dimostare che g(a) < f(a) per

a€(0,16]uU[25,00).

Esercizio 17 (Weiss 7.72)
Per ogni n € N sia X, la v.a. che assume valore 0 con probabilita 1-1/n2, +n
con probabilita 1/(2n2) oppure —n con probabilita 1/(2n2).

(a) Si usi la disuguaglianza di Chebyshev per calcolare il limite superiore
della probabilita che X, in valore assoluto valga almeno 3.

(b) Si calcoli esattamente questa probabilita per n = 3.

(c) Confrontare i risultati ottenuti nei punti precedenti. Cosa accade per
n — oo?

Soluzione:
Per ogni n € N abbiamo

1 1
[E(Xn):nx —2n2 —n X —2n2 :0
1

1
Var(Xn) = [E(X%) = n2 X w +n2 X ﬁ = 1

(a)
1 1
P(IXn23|)53—2—§.
(b) Pern=3

P(X,=3)=P(X, =-n)+P(X, =n)= %

(¢) Per n =3 il limite superiore ottenuto tramite la disuguaglianza di Chebyshev & uguale
alla probabilita esatta. Tuttavia al crescere di n la probabilita tende a zero:

1
lim P(|X,, = 3|) = lim — =0,
n—oo n—oon

mentre il limite superiore ottenuto tramite la disuguaglianza di Chebyshev rimane
sempre uguale a 1/9.
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