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Nome: Cognome: Matricola:

Esercizio 1 (15 Punti)

Siano U1 e U2 v.a. uniformi standard ed indipendenti e

Z =
1

p
U1

p
U2

(a) [4]Calcolare la funzione di densità di X i =−1
2

logUi per i = 1,2.

(b) [5]Determinare la funzione di densità di S = X1+ X2.

(Suggerimento: usare il metodo della fgm.)

(c) [6]Calcolare (se esistono) i primi due momenti di Z.

(Suggerimento: passare al logaritmo e utilizzare i risultati dei punti

precedenti.)

Soluzione:

(a) Il supporto di X i =−(logUi)/2 è (0,∞).

1

La trasformazione g(Ui) = −(logUi)/2 è, inoltre, strettamente decre-

scente. La trasformazione inversa è

g−1(x)= e−2x.

Risulta inoltre
d

dx
g−1(x)=−2e−2x.

1

La funzione di densità di X i è data da

fX i (x)=

∣

∣

∣

∣

d

dx
g−1(x)

∣

∣

∣

∣

fUi

(

g−1(x)
)

= 2e−2xI(0,1)(e
−2x)= 2e−2xI(0,∞)(x).

X i ha quindi distribuzione esponenziale di parametro 2.
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(b) La funzione generatrice dei momenti di X i è

mX i (t)=
2

2− t
per t < 2.

1

Usando il metodo della fgm per la somma di v.a. indipendenti:

mS(t)= mX1(t)mX2(t)=

(

2

2− t

)2

per t < 2

2

Pertanto

S ∼Γ(2,2)

e la funzione di densità è

fS(x)= 4xe−2xI(0,∞)(x).

2

(c) Possiamo scrivere la variabile aleatoria Z come

Z =
1

p
U1

p
U2

= exp

[

log

(

1
p

U1

p
U2

)]

= exp

[

−
logU1

2
−

logU2

2

]

= exp[X1+ X2]= exp[S] .

1

Di conseguenza

E(Z)= E(eS).

Questa non è altro che la fgm di S nel punto 1.

2

Quindi

E(Z)= mS(1)=

(

2

2−1

)2

= 4.

1
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In alternativa si può osservare che

E(Z)= E(1/
√

U1)E(1/
√

U2).

Ora

E(1/
√

U1)= E(1/
√

U2)=
∫1

0
1/
p

udu =
[

2
p

u
]1

0
= 2

e quindi il momento primo di Z è pari a 22 = 4.

Per quanto riguarda il momento secondo:

E(Z2)= E(1/U1)E(1/U2).

Ora

E(1/U1)= E(1/U2)=
∫1

0
1/udu =∞

e quindi il momento secondo di Z non esiste.

Una soluzione alternativa consiste nell’osservare che

E(Z2)= E(e2S).

1

Poichè E(etS) esiste per t < 2, il momento secondo di Z non esiste.

1

Esercizio 2 (15 Punti)

Sia {Ui}i una sequenza di v.a. indipendenti uniformi standard. Siano

Mn =max(U1, . . . ,Un) e Zn =−n(Mn −1).

(a) [7]Dimostrare che Zn converge in distribuzione e determinare la distri-

buzione limite.

(b) [8]Sia X la v.a. con la distribuzione limite del punto precedente, e {X i}i

una sequenza di v.a. indipendenti tutte con la stessa distribuzione di

X .

Determinare (se esistono) le costanti a e b in modo che

Yn = a
n
∑

i=1

X i +b

converga in distribuzione ad una v.a. non degenere, individuando

anche la distribuzione limite.
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Soluzione:

(a) Il supporto di Zn è (0,n).

1

La funzione di ripartizione di Zn è, per z ∈ (0,n),

FZn(z)=P(Zn ≤ z)=P(−n(Mn −1)≤ z)

=P(Mn ≥ 1− z/n)= 1−P(Mn ≤ 1− z/n).

1

Ricordando che la funzione di ripartizione del massimo di v.a. indi-

pendenti ed identicamente distribuite soddisfa

FMn(x)=
(

FUi (x)
)n

,

2

troviamo

FZn(z)= 1−
(

FUi (1− z/n)
)n = 1− (1− z/n)n .

1

essendo FUi (u)= uI(0,1)(u)+ I[1,∞)(u).

Passando al limite,

lim
n→∞

FZn(z)= 1−e−z, per z > 0.

1

Quindi Zn converge in distribuzione ad una v.a. esponenziale di

parametro 1.

1

(b) Se Sn =
∑n

i=1
X i, il teorema del limite centrale ci assicura che

Sn −E(Sn)
√

Var(Sn)

D
→∼N (0,1).

3
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Quindi

a =
1

√

Var(Sn)
b =−

E(Sn)
√

Var(Sn)
.

2

Poichè

E(X i)=Var(X i)= 1,

risulta

E(Sn)= E(
n
∑

i=1

X i)=
n
∑

i=1

E(X i)= n

Var(Sn)=Var(
n
∑

i=1

X i)=
n
∑

i=1

Var(X i)= n,

2

e quindi

a =
1
p

n
b =−

n
p

n
=−

p
n.

1
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