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Esercizio 1 (15 Punti)

Sia per n = 1,2, . . ., Xn una v.a. con la seguente funzione di densità:

fXn(x)= 2nxexp(−nx2)I(0,∞)(x).

(a) [6]Dire, giustificando la propria risposta, se le variabili aleatorie Yn =
nX2

n, n = 1,2, . . . hanno distribuzione nota.

(b) [3]Dimostrare che E(X k
n)=Γ(1+k/2)n−k/2

(Suggerimento: Risolvere l’integrale usando la trasformazione y =
nx2.)

(c) [6]Dimostrare che Xn converge in media quadratica e in probabilità.

Soluzione:

(a) Per n = 1,2, . . ., il supporto di Yn = nX2
n è (0,∞).

1

La trasformazione g(x) = nx2 è, inoltre, strettamente decrescente in

(0,∞).

1

La trasformazione inversa è
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p

y
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n
.

Risulta inoltre
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y−1/2.
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La funzione di densità di Yn è quindi data da

fYn(y)=
∣

∣

∣

∣
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exp(−y)I(0,∞)(y)= e−yI(0,∞)(y).



2

Yn ha quindi distribuzione esponenziale di parametro 1.

1

(b) Consideriamo il cambio di variabile y= nx2, da cui si trova, conside-

rando solo la radice positiva, x = n−1/2 y1/2. Per il differenziale vale

quindi dx = n−1/2 y−1/2/2dy.

1

Risulta quindi

E(X k
n)=

∫

R

xk fXn(x)dx

=
∫∞

0
2nxk+1 exp(−nx2)dx

=
∫∞

0
2n1−k/2−1/2 yk/2+1/2 exp(−y)n−1/2 y−1/2/2dy

= n−k/2

∫∞

0
yk/2 exp(−y)dy

= n−k/2

∫∞

0
y1+k/2−1 exp(−y)dy=Γ(1+k/2)n−k/2.
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(c) Poichè

E(X2
n)=Γ(2)n−1 = 1/n,

si ha

lim
n→∞

E(|Xn|2)= lim
n→∞

E(X2
n)= lim

n→∞
1/n = 0

2

e quindi

Xn
2→ 0.

2

Questo implica immediatamente

Xn
P→ 0.

2
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Esercizio 2 (15 Punti)

Sia data la seguente funzione di probabilità bivariata:

pX ,Y (x, y)= e−(λ+µ)λ
xµy

x!y!
I{0,1,...}(x)I{0,1,...}(y).

(a) [5]Determinare le funzioni di probabilità marginali.

(b) [4]Determinare le funzioni di probabilità condizionata di Y dato X = x e

di X dato Y = y.

(c) [1]Dire se X e Y sono indipendenti.

(d) [5]Calcolare media e varianza di X e Y attraverso la funzione genera-

trice dei momenti.

Soluzione:

(a) La funzione di probabilità marginale di X è

pX (x)=
∑

y

pX ,Y (x, y)=
∞
∑

y=0

e−(λ+µ)λ
xµy

x!y!
I{0,1,...}(x)

=
e−λλx

x!
I{0,1,...}(x)

∞
∑

y=0

e−µµy

y!
=

e−λλx

x!
I{0,1,...}(x).
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Analogamente

pY (y)=
e−µµy

y!
I{0,1,...}(y).

2

(b) La funzione di probabilità condizionata di Y dato X = x è

pY |X (y|x)=
pX ,Y (x, y)

pX (x)
=

e−µµy

y!
I{0,1,...}(y).

2

La funzione di probabilità condizionata di X dato Y = y è

pX |Y (x|y)=
pX ,Y (x, y)

pY (y)
=

e−λλx

x!
I{0,1,...}(x).

2

3



(c) Le due v.a. sono indipendenti in quanto

pX ,Y (x, y)= pX (x) pY (y) .

1

(d) La fgm di X è:

mX (t)= E[etX ]=
∞
∑

k=0

etk e−λλk

k!

= e−λ
∞
∑

k=0

(λet)k

k!
= e−λexp[λet]= exp[λ(et −1)].

2

I primi due momenti semplici sono dati da

E(X )= m′
X(0)=λ

E(X2)= m′′
X(0)=λ2 +λ.

2

La varianza è

Var(X )= E(X2)−E(X )2 =λ.

1

In maniera analoga si trova

E(Y )=Var(Y )=µ.
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