L A DIMENSIONE DEI SINISTRI: UNA ESEGESI PERSONALE DELL A DISTRIBUZIONE
di GIOVANNA FERRARA

I ntroduzione

Nel titolo della mia esposizione ho voluto includere I’ aggettivo “personale” poiché
tratterd la dimensione del sinistri seguendo unmio percorso, attraverso gli studi che hanno
maggiormente influenzato lamia ativita nel campo dall’ asscurazione edell ariasscurazione.

L’ esposizione sara aiche personale per una mia predil ezione letteraria per gli studi ben
strutturati, quelli in cui il numero delle parole supera quello delle formule. Ho hisogno, in altri
termini, di comprendere pienamente |’ autore ele sue ragioni e subisco il fascino del testo come
se stess leggendo uncoinvolgente racanto. Variconosciuto che anche nel campo attuariale vi
sono autori avvincenti. Valga per tutti I’esempio d BrunoDe Finetti che, con uraprosariccadi
riferimenti allaredtd, presenta problemi con splendide & ill uminanti immagini: |e formule sono
solo ura parte nonrilevante dei loro scritti (anche se le uniche anpiamente sacdegg ate dagli
studiosi).

Mi proporgo, pertanto, d trattare le distribuzioni della dimensione dei sinistri con ura
serie di narrazioni, che, a mio parere, hannotutte i pregi della leggerezza edell’ esattezza. I
primo “raconto” tratto dalla nostra letteratura probabilistica e #uariale, € una pagina del
Cramér, di cui dard uratraduzione fedele.

Unaintroduzione alla distribuzione log-normale (versione di H.Cramér)

“Sara @nveniente usare qui la termindogia direttamente cwnressaa d problemi di
biologia. Se la nostra variabile caisale éla dimensione di un spedfico organismo che stiamo
oseervando,ladimensione da es raggiunta d momento attuale in un garticolare individuo puo
esere nsiderata mme I'effetto congiunto d un gran numero d cause mutuamente
indipendenti, agenti in ura sequenza ordinata durante il tempo d crescita dell’individuo. Se
gueste caise semplicemente aygiungono i loro effetti (effetti che presumiamo siano variabili
causali), in base d teorema del limite centrale, pocssamo affermare dhe la loro somma é
asintoticamente distribuita norma mente.

Tuttavia, in generale nonsembra essere plausibile che le caise contribuisconoin maniera
additiva. Sembra pit naturale suppare che dascuna caisa produca un impulso, I’ effetto del
guale dipende sia dalla forza dell’impulso che dalla dimensione raggiunta dall’ organismo al
momento in cui I’impulso agisce

Supponiamo d averen impusi ¢, ¢, ,¢, che ajiscono rell’ ordine indicato
dai loroindici. Questi impulsi posonoessre onsiderati variabili causali. Se indichiamo conx
la dimensione prodata dagli impulsi ¢, ,¢, ... ,¢,, possamo ad esempio suppare de

I"incremento causato dall’impulso & ,,;, Siapropazionde a & .., aqualche funzione g(x)
della dimensione momentaneadell’ organismo

! Harald Cramér — Mathematicd Methods in Statistics — Princeton 1974
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Xn+1 = Xn +E n+1 g( Xn )

Ne segue che

n-1 _
E &, + o +£“:z%
0

Se poi ciascun impulso fornisce solo unmodesto contributo alla aescita dell’ organismo
avremmo appross mativamente:

()
E +é, +é&, = [—=
5 9(1)
dove x=x, indicaladimensione finale dell’ organismo. Per ipotesi &, ,¢, . , ¢, Sono

variabili i ndipendenti e n pud esere @nsiderato un numero grande. Sotto le cndzioni di
validita del teorema del limite cantrale ne segue che, al limite, la funzione della variabile
causale x chefigura d secondomembro dell’ equazione precedente édistribuita normalmente.

Consideriamo ora il caso g(t)=t, cioé quando I'effetto d ciascun impulso e

direttamente propazionale dla dimensione momentanea dell’ organismo. In questo caso
troviamo che log(x) e distribuita normalmente. Se piu generalmente log(x—a) €& una

variabile normale (m,o) e fadlmente deducibile che la variabile x ha mme funzione di

frequenza:
(log( x-a)-m )’
1 . 20?

a(x—a)\/ﬁe

conx > amentre per x<=alafunzione di densita ézero.

0.16
% 008 /\
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X

Funzione di frequenza di una variabilelognormale onm=0e 0 =2"

La prima volta de ho letto gquesto raconto rella versione di H. Cramér stavo
esaminandole statistiche del ramo incendi per i rischi industriali e quindi mi veniva sportaneo
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parafrasare questo testo sostituendo la parola organismo con incendio. Quindi ho riformulato il
mio problema’ dicenda

Nel ramo incendi possamo ammettere dhe la dimensione del sinistri sia la risultante di
un gran nunero d cause a effetti positivi. Si puo fadlmente immeaginare qualcuna di queste
cause dhe wnsentono ad esempio I'espansione di un incendio: condzioni atmosferiche
particolari, distanza o inefficienza dei mezz di prevenzione, ora di avvenimento del sinistro,
ecc Tali fattori, per i quali e ledto suppare I’indipendenza, posono essere rappresentati dall e
variabili .causali.

611 fzy----,fn e s via.

Approfondimenti della legge lognormale

Il racoonto d H. Cramé& mi aveva mnqustato e mi spingeva asaperne di piu. Quindi
consultai un libro completamente dedicao ala lognormale. Si tratta di una monagrafia® che
presenta tutte le caatteristiche di alta letteratura: ciascun capitolo viene introddto con citazioni
tratte da Shakespeae esi avvale di una eccéente egraduale astruzione. Come dichiarato dagli
autori nellaprefazione, lo scopo aiginario del lavoro eraquell o racmgliereil disperso materiale
pubHicato sulla distribuzione (definita cwme una vera Cenerentola fra tutte le distribuzioni e
pertanto sottoval utata rispetto alla binomiale o alanormale). Tuttavia, nel corso dell’ opera, gli
autori redizzarono che vi erano ancora problemi non esplorati e proprieta della distribuzione
non adeguatamente poste in rili evo.

Il risultato del lavoro d J.Aitchison e J. A.C. Brown &, a mio parere, significaivo e
mostra wme s possa mettere adisposizione degli studiosi un vasto materiale relativo ad un
unico argomento. Purtroppo d libri come questi n’esistono pahi.

Nel trattare |'applicazione della lognormale d fenomeni econamici (distribuzione dei
redditi e dei consumi), gli autori premettono alcuni criteri di base per I'’adozione dei modelli
matematici, cioe:

1) lapossbilitadi dedurrelaformadelladistribuzione daipotes redistiche el el ementari;
2) lafadlita concui lafunzione puoessere trattata nelle andisi;

3) il significato che puoessere dtribuito ai parametri;

4) il grado dacwmstamento ai dati redi.

Ho citato questi criteri nell’ ordine in cui sonostati forniti dagli autori, perchéin generale
il grado d acwstamento ai dati redi sembra essere I’ unica norma seguita dalla maggior parte
degli statistici. In effetti come predsato nellamonagrafianonvi € dcunaragione di credere che
una espressone matematica sia superiore dle dtre in rappato a quettro criteri predsati. In
particolare se si vuole scegliere in base d solo grado d acmstamento all e esperienze enpiriche
occorre formulare le ipotesi sul campo d validita della formulazione matematica A questo
propasito gli autori ricordano che la arva lognormale € la migliore gprossmazione della
distribuzione per i redditi piu bass, mentre la distribuzione di Pareto si adatta meglio a
descriverei redditi piu alti.

2 Giovanna Ferrara— La distribution des snistres Incendie selon leur colt ASTIN Bulletin —Vol. VI
3J. Aitchison and J.A.C. Brown — The Lognormal Distribution — Cambridge University Press1963
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Quello che éstato detto per i redditi, vale anche per ladistribuzione dei sinistri aseconda
della dimensione: elaborando le statistiche R.C.A. del numero dei sinistri per atezza di
risarcimento horedizzato che lalognormale forniva una buorainterpoazione solo per la prima
parte dell adistribuzione, mentre per la parte finale (coda) dovevo avvaermi dell a Pareto.

Ladimensione dei sinistri € stata anpiamente trattata dall aletteratura dtuariale.

A. Klugman, H.H. Panjer e G.E. Will mot* ne forniscono numerosi esempi e danno, rello
stes tempo, alcune caatteristiche della funzione de descrive il processo d costo dei sinistri
che posonoessere sl riasaunte:

» Definire le probabilita per ogni numero rede non regativo. Tuttavia, afini pratici,
alcune potrebbero avereil valore modale nel purto O

» Definirele probabilitain modocontinuo.

» Alcunedovrebbero avere una “coda” moderata, atre una “coda” molto prolungata

Laprima caatteristica edovuta dla drcostanza che in molti process di costo nonesiste
un danno massmo passbile anche se, nella redta, e sempre pensabile fissare un ammontare
massmo. Circai valori minimi, vi sono cille distribuzioni, quale lafunzione di Pareto, che non
partono dil valore 0. Se gli esborsi inferiori ad un certo ammontare non sono importanti, €
oppatunofare riferimento a queste funzioni .

La continuita ésenza dubbio ura caatteristicaoppatuna, in guanto permette di definire
valori di franchigiao d cesura, che nonsempre sono falesi nei dati concreti.

Infine laforma della “coda” destra dell a distribuzione édi importanza auciae. In eff etti
selaposshilitadi sinistri d’importo ril evante fosse remota, forse nonci sarebbe dcuninterese
di ricorrere dl’asdcurazione o alariasscurazione. D’ dtra parte, nel mondo oderno, i sinistri
d importo rilevante si producono speso e, quindi, € oppatuno studiarne gli aspetti temici. A
guesto riguardo, per tutte le funzioni definite fino all’infinito, & interessante valutare @wn quale
velocitalafunzione di densitasi riduce a0 guandoil danno dventainfinitamente grande.

Esistono,come ho cetto, varie distribuzioni che sono state aloperate per interpolare dati
redi. Nonmancano pa esperimenti eff ettuati usando dwe o pit funzioni per descrivere diff erenti
“tratti” del proces dell adimensione del sinistro’.

Ladistribuzionedi Pareto

Come ceacherd d mostrare in seguito, la distribuzione di Pareto ha un rudo importante

nella definizione della distribuzione della grandezza del sinistri. Quindi & importante
considerare msa ha detto veramenteil suo autore.

Nel suo corso d Econamia Politica® , V. Pareto s interessa della distribuzione della
ricchezza edice “laripartizione dellaricchezza puo dpendere dall a natura degli uomini di cui

‘A Klugman, H.H. Panjer and G.E. Will mot — LossModels — Wiley Series in Probability and Statistics -
1998

®> S veda a esempio L. G. Benckert e J. Jung — Statisticd Models of Claims Distributions in Fire
Insurance- ASTIN Bulletin VIl —1
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la societa s componre, dall’ organizzazione di quest’ultima el anche in parte dal caso, cioe da
guel complesso d cause ignaote, agenti orain senso arain altro, che, nell’ignoranza drcalaloro
vera natura, designiamo con |’ espresgone di “caso”. E’ I’ osservazione dhe d deve informarein
merito ala parte de dfettivamente hannotali cause nella ripartizione della ricchezza”. Il suo
scopo era evidentemente quello d dimostrare, sulla base di osservazioni, che la ripartizione
della ricchezza dipenda dalla natura dell’uomo. Ma quale ea la distribuzione de Pareto
prospettava?

“Si discorre spesso della piramide sociale di cui i poveri costituisconolabase, i ricchi la
cima. A dire il vero, noné gia d'una piramide che s tratta, ma inveced un corpo che ha la
formadellapuntad unafrecda, dellapurtadi unatrottola.” Larappresentazione ela seguente:

La freccia di Pareto nella versione originale

in cui N il numero (relativo) dei possesri di un reddito superiore ax (cioe 1-F(X) con F(x)
funzione di ripartizione. La stessa distribuzione invertendo gli ass (nella maniera con cui in
genere si rappresenta) €

La freccia di Pareto
0.4
0.3 q/ \
z 0.2 N
0.1
v
0 :
0 2 4 6
X

8 Vilfredo Pareto — Economia Politica— UTET 1973
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V. Pareto contesta la posgbilita di interpdare la aurva con ura distribuzione normale e
trascurando la base della sua trottola (ciog il tratto indicato con vts) fornisce mme descrizione
del tratto rimanente della arval’ espressone seguente:

logN=log A-alog(a+x)-8x;

cioé
N=— A gbx
(x+a)?
se S @ molto prossmo allo zero (come si verificanellamaggior parte dei dati da lui interpolati)

S avra
A

N=—— (D);
(x+a)® D
eper il valoredi a prossimo alo zero s avra:
_ A
N_x_" 2.

E’ questalaforma dhe na (da questa parte dell’ Atlantico) usiamo, definendocome
funzione di ripartizione di Pareto, la quantita:

roo=1-Fef @
OX 0

confunzione di densita:

(]

F(x)=a—2 (4
X

media eguale a E(X/a)= ackil (cona>1)
a—
. 3 ax
evarianza o’(X/a)=———F>—— (cona >2).

Mentre dall’ altra parte dell’ Oceano si preferiscelaforma (forse derivata dalla (1)):

—1_ Xo .
F(x)=1 Em% (5);

0%
f(x)_(x+xo)"+1 (6).

con funzione di densita

V. Pareto, da sociologo e emnomista dell’ Ottocento, era interessato a fornire delle
spiegazioni ad un poblema crrobaandde n interpolazione dei dati redi. Sorge sportanea
unadomanda: esiste un'ipatesi probabili sticasu cui fondare lafunzione di Pareto?
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Nel giornale dell’ asciazione svizzera degli attuari un collega belga, J.F. Walhin’, ne
offre una interpretazione suggestiva. Supponamo che dascun fenomeno elementare sia
distribuito secondo uma legge esporenziae di parametro 6, cioeé si abbia una funzione di
densitadel tipo

f(x/0)=0e?"

e de nel’ambito del collettivo i vari eventi elementari siano caatterizzati da propri 0
distribuiti secondo urm Gammadi parametri Ae a , cioé

Aa 9 a-1 e—AG
©)=—-"r-——

]
J r(a)
|lafunzione risultante sara
> a A?
h(x)=f0e?®*g(6)dd=————: x>0
()=[6e7q(6)d0= "o

In sostanza la mistura di una esporenzidle @n ura Gamma ondwe proprio ala
distribuzione di Pareto (nella formulazione di oltre Oceano, cioé @n ura funzione di
distribuzione definita dalla 5). E' interessante notare che lalegge di Pareto e gplicaanongia
ala dimensione dei danni, ma dla calenza dei pagamenti di un riasscuratore per ecces
sinistri. Partendo da basi e dati diversi, negli anni settanta® pervenimmo a descrivere la
distribuzione del numero dei sinistri seoondoil pagamento definitivo. Partimmo alora dalla
funzione di sopravvivenza di unsinistro, cioe da

1-F(X)=1(X)
e seguendole buoreregole dtuariali del ramo vita, concentrammo la nostra dtenzione sul taso
istantaneo “d’ estinzione” cioé su
I"(x)
1(x)

H(x) ==

Nel nostro caso non pdevamo suppare deil tas istantaneo dpendess, come nel caso
della durata della vita umana, dall’ eta raggiunta; ipotizzammo che es dpendesse dal numero
dei sinistri ancora da definire. Ponemmo cioé:

TIONPLI

p(l) !

I(x)=%g x20, a >0 ,%, >0.

In sostanza trovammo che il numero dei sinistri che sopravvivono dopail tempo x sono
distribuiti secondo ura funzione di Pareto (nella sua espresgone di oltre Oceano). Va notato

ottenendo

"JF. Walhin - Une nouvelle caadérisation de la distribution de Pareto, avec gplicaion ala calencede
paiement du réasaurer en excédent de sinistre. ASA 20032

8 G. Ferrara and G. Quario — Distribution of the number of claimsin motor insurance acording to the lag
of settlement — The ASTIN Bulletin vol. 1X -1977
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chein questo caso (come d’ atra parte nellaformulazione di J.F Walhin) il parametro x, assume
il significato d tempoinizialedi inerzia

Lafunzione della dimensione del sinistri: suaimportanza e criteri di scdta

Finora non ho accewnato al’importanza de asame la funzione raffigurante la
dimensione dei sinistri nel campo asscurativo. Sono evidenti i suoi usi per tutte le questioni
riguardanti il cacolo dei premi (franchigia, massmali e caicamenti) e le strategie riasscurative.
Tuttaviala suaimportanza ebasil are nell’ambito della teoriadel rischio.

Nel semplice modello ideao da Filip Lundbkerg nel 1903 e narrato da H. Cramér e dalla
scudadi Stoccolma occorre esenzialmente definire il processo del numero dei sinistri - N(t) -

equello ddl’ammontare dei sinistri S(t) a variare del tempot. Definire un gocesso significa

non solo ipatizzarne la distribuzione, ma anche cdcolarne le caatteristiche principali (cioe i
momenti e le proprieta aintotiche d variare di t). | procedimenti di simulazione nonriducono
affatto la necessta di questi approfondmenti: infatti € buora norma de il procedimento d
simulazione @biabuoni bas teoriche.

Sul proces caratterizzante il numero dei sinistri vi sono spedfiche indicazioni sulle
distribuzioni da impiegare. Ma quali sono i criteri per definire la distribuzione della
dimensione? Esistono dei metodi per classficare le varie distribuzioni? Una risposta aquesta
domanda é stata fornita nel 1960 d un articolo d G. Benktander e C.O. Segerdhal ° chesi
proporevano d valutare on quale velocita la funzione di densita di una distribuzione della
dimensione del dannosi riduce a0 quandoil danno dventa infinitamente grande: € questo un
problematipico dell a valutazione degli eccess sinistri.

Per studiare tale fenomeno gli autori hanno poposto due quantita: la prima edata dalla
funzione dhe rappresentail costo medio del sinistro a caico dell’ ecces; la seconda ne misura
lavarianza.

Circala prima quantita, il costo medio dei sinistri a caico dell’ ecces, relativamente al
unaprioritax, e dato da:

3 3

I(z—x)d P(z) I(z—x)p(z) dz

m(x)== = X ,

idP(z) ip(z)dz

incui P(z) élafunzionedi distribuzione della variabile caisale dimensione del sinistro—z—e
p(z) lafunzione di densita.

Analogamente la varianza del costo dei snistri a caico dell’eccs e data
dall’ espressone:;

® G. Benktander — C.O. Segerdhal - On the analyticd representation of claim distribution with spedal
referenceto excessof lossreinsurance— ICA 1960
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0 0

: )_I(z—x)zdP(z)_ I (z-x)*p(z)dz

;fdP(z) ;fp(z)dz

| vaori di queste quantita sono indipendenti dai parametri caratterizzanti la funzione
delladimensione dei sinistri; sonofadl mente cdcolabili per molte distribuzioni e evidenzianoi
danni d’'importo rilevante. Indtre le quantita sono strettamente legate d premio puo
dell’eccessn; sono anche adatte ad un confronto fra distribuzioni cdcolate mediante modelli
teorici e, quindi, uili per classficare questi modelli .

L'articolo d G. Benktander e C.O. Segerdhal € molto ben articolato e rigoroso e merita
un' attenta lettura: ovviamente in questa esposizione cacherd d evidenziarnei purti che ritengo
principali .

Gli autori cacolano il valore dell’indice m(x) per alcune distribuzioni usate per
descrivere ladimensione dei sinistri (coda destra della normale, esporenziale, Gamma ePareto)
e trovano risultati interessanti che permettono d classficare i vari modelli a seconda della
“pericolosita”.

Selafunzione del dannoé dellaforma esporenziale, ciog p(x) = e™* s avra:

]o'(z—x)e"‘xdz }uEE‘“Bd—u
m(x)= X :kxk K =
[+ l —kx
Ie"‘xdz E@k

_ kxe™** e
k (&%

-X =

Pl

Questo significa e d variare della priorita x il costo medio dell’eccesso € sempre
costante. |l risultato noné nuovo: eragia noto nellateoria della “sopravvivenza” e va sotto |l
nome di “mancanza di memoria” della distribuzione esporenziale.

Nella distribuzione di Pareto in cui p(x)=cX™*, qund per k>2 (la mndzone
k > 2 serve adefinire axche la varianza del costo dell’eccesso: ai fini della validita della
formulabastavaporre k >1) s avra

In questo caso il costo medio dell’ ecces si incrementa nella stessamisurain cui S
incrementa la priorita.
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Considerando er p (x) altre funzioni, quali la normale o la gammea, i valori di m(x)
presentano andamenti diversi. Nel caso della funzione normale m(x) ha una andamento

prossmo a quello d un'iperbde deaescente; per la distribuzione Gamma € un'iperbole
crescente, mentre cme ahbiamo visto nel caso dell’ esporenziale la funzione ecostante eper la
Pareto presentauna aescenzalineae.

Tuttele arvedi m(x) sono,al variare di x, crescenti conincrementi deaescenti cioé si
ha

In generale s constata dhe la funzione m(x) e ompresa tra quella dell’ esporenziale

generdlizzata e quella arrispondente dla distribuzione di Pareto. E' quindi interessante
esaminareil caso dellafunzione:

m(x) =

[X* con 0<p<i1

x|

Tale funzione per p=1 rappresenta il costo medio dell’ecces nel caso paretiano (e
quindi di massma asimmetria), mentre per p = 0 quello corrisponcente dl’ esporenziale
generali zzata.

Gli autori nonlimitanolaloro attenzione solo allafunzione m(x) o s (x)madannoanche

I’ espressone del premio d ecces sinistri. D’ altra parte, paché nella prass |e riasscurazioni
d’ ecces sinistri per un massmale illi mitato sono ura ecceione, viene introddta accato ala
soglia minima la @nsiderazione di una soglia massma (massmale). L’analisi conddta sulle
distribuzioni tronche (e nella nostra esposizione limitata al acuni risultati del valore medio
dell’ ecces) porta adefinire:

}H (z)dz

m(x, M )==

H ()

Nel caso d unadistribuzione esporenziale arremo:
M
Ie‘zd z
m(X’M ):XT
e

ciog m(x,M) deaescedaunvalorevicinoad 1al valore 0 quando X =M .

Mentre per ladistribuzione di Pareto si ha:

M -k
Iz dz §

D -1
m(xM)=*— =X m- XEF
X k-1 & oM 0O

mnrir
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cioé paiché m(0) & considerato come lim m(x) ed & uguale a0 mentre m(M)=0. m(x)

prima aescefino ad unvalore massmo e po deaesce

L : X 1 : . :
Il valore massmo é ottenuto dallarelazione — = ——; per esempio sek = 2 s haun massmo
K k-1

per xz% eil valore massmo d m(x) e %

In un successvo articolo™® G. Benktander introduce nell’analisi un uteriore indice il
tas® istantaneo /J(x)d X rappresentala probabilita che unavariabile cauale, pari ameno ax,

non eccala x+d x, ossa la probabilita de un sinistro, che “sopravvive” a x, “muoia” tra
(x, x+dx). Pit bas & questo tas d “mortalita” del danno, pui asimmetrica epil pericolosa
eladistribuzione dei sinistri.

Per definire questo tass istantaneo indica ©n H (x) il numero medio dei sinistri il cui
importo sia superiore ax:
H(x)=1-P(x)= prob{ X > x}

Tralasciandotutti i passaggi intermedi, ottienein definitiva:

_m(x)+1
" m(x)

p(x)

Sulla base della considerazione ddl tas istantaneo d estinzione, si suppore e la
variabile x nonsialimitata, cioe ches abbia H( x) > 0 per ogni valorefinito d x. Poiché e
H () =0 nediscende the

J’ u(t)dt deve mnvergere.

Se s pore u(x) nellaforma u(x)= kX", la mndzione &soddsfatta per tutti i
valoridi p=-1.Se p> -1, le corrispondenti distribuzioni sono d tipo esporenziale eper

p =0 si ottiene ladistribuzione esporenziale ordinaria.
p = -1 definiscela dase di distribuzioni di Pareto.

Tralevarie dasg di distribuzioni, quelle rrispondenti a p =-1 rappresentanola dasse

limite caatterizzata dalla piu ata pericolosita possbile di sinistri. La funzione di  Pareto €
guella dche presenta la massma asimmetria, in altri termini € la piu pericolosa espressone
andliti ca de possa esere usata per descrivere una distribuzione dei sinistri.

Esistono anche dell e distribuzioni piu asimmetriche di quella di Pareto, ma per ottenerle
bisogna andare d di fuori della dasse di distribuzioni definiteda p(x) = kX".

10 G. Benktander —A note on the most “dangerous’ and skewest classof distribution — ASTIN Bulletin 11
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G. Benktander definiscequindi laclass di Pareto in senso ampio in cui le distribuzioni
sonocaratterizzate da espressoni di u(x) tali cheil limxu(x)= k.

Se u(x) =

, Vintegrale [ u (t)dt diverge eper X > X, i sinistri ovviamente
xlog x J

hanno ura mortalitd pid bessa ce nel cao d u(x)zE. Quind s ha
X

X
k dt
—[kdloglogt
tlogt I 909

H(x):Ce_I =Ce oppue H(x)=C

1
(logx )

Questa distribuzione dei sinistri non ha una media finita el € quindi, si_spera, paco
interessante per studi pratici nel campo asscurativo. Sono stati studiati altri casi con medie
infinite. Tuttavia le distribuzioni definite da una mortalita piu bassa della das<e di Pareto non
posonointuitivamente azere unamediafinita La cnclusione e de: |la dasse di Pareto in senso
ampio é una dase limite che divide le funzioni con media finita equelle n mediainfinita.

Questi due lavori, che ritengo baesilari per la comprensione dell’asimmetria delle
distribuzioni della dimensione dei sinistri, hannoavuto il grande torto d essere gparsi troppo
presto nella letteratura dtuariale e conseguentemente di essere quasi sconosciuti alla maggior
parte degli studiosi di ogg. Ancheil li nguaggio forse andrebbe aleguato all e esigenze dtuali. Il
valore medio m(x) andrebbe chiamato secondola termindlogia di P. Embrechts™ “eccedenza
media d di sopra di una ceta soglia” o meglio “shortfall”, mentre la ricerca dell’ asimmetria
delladistribuzione andrebbe definita cmme “ricercadel peggore degli scenari”.

Nei testi canonici della letteratura dtuariale si trovano criteri che non hanno le
caatteristiche dell’immediatezza della funzione m(x) o del tas® istantaneo p(x). Ad

esempio nel citato testo “Lossdistributions” il confronto frale code di due distribuzioni viene
eff ettuato esaminando il li mite del rappato fra due funzioni di densita (o delle funzioni di
sopravvivenza) al tendere di x al’infinito. Vieneindtre introdato unrapparto:

)\(x):% x=0;8(x)=1-F(x)

Tale rappato viene denominato forza di mortalita o taso d decalimento (“fail ure rate”)
e interpretato come la probabilita di decalimento a x dopo essre sopravvisauto fino a x.
Intuitivamente se A (x) diviene piccolo, unimmediato decalimento € meno pobabile ela

distribuzione épiu assmmetrica epericolosa (con ura @da pit lunga). Calcolando ad esempio
I'indice per ladistribuzione di Pareto (nellaformadanoi comunemente impiegata) si avrebbe:

A(x)z%

L'indice ciog, é strettamente deaescente da 7\(x0):g a A(«)=0. In sostanza le
%o

distribuzioni posonoessre dasdficae asemnda del’indicesia aescente (distribuzione @mn
coda rta) o deaescente (a cdalunga).

' p Embrechts et al. — Quantitative Risk Management — Princeton Series in Finance - 2005
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A. A. Klugman, H.H. Panjer e G.E. Willmot introducono anche I'indice trattato da G.
Benktander e C. O. Segerdhal nellaforma:

_J’:Et—x) f(t)dt
- S(x)

€

Intuitivamente, si dice che se questa funzione, denominata durata media di vita residua,
asume valori elevati per valori grandi di x, alora la distribuzione ha una cda lunga. La
funzione e, viene posta a onfronto con A (X), tuttavia manca la minuziosa anais che

permette di definire le distribuzioni della dass di Pareto come le piu pericolose e
asmmetriche.

La onoscenza delle caatteristiche della distribuzione de descrive la dimensione dei
sinistri s rivela indispensabile quando si € dla ricerca dei “peggiori scenari” e nello stes
tempo si usano delle “misure di rischio” che non cannoalcunainformazione sulla distribuzione
stessa. Una di queste misure €il VaR (che probabili sticamente rappresenta un quantile della
distribuzione). Senzavoler entrare sulla werenza del VaR', ocoorre dhiedersi: nellaricercadei
peggiori scenari siamo autorizzati a @nsiderare distribuzioni con media infinita? Senza
ricorrere dle distribuzioni definite da G. Benktander come distribuzioni esterne dla dasse di
Pareto, cdcoliamoil VaR (Value & Risk) a 99,96 di unadistribuzione paretiana, ciog il valore

1—%20,999 per vari valori di a porendo per semplicita x, =1:

a Note sull a distribuzione VaR

2,7 Media evarianzafinite 13
1,7 Media finita evarianzainfinita 58
0,7 Media evarianzainfinite 19 306

Le distribuzioni con momenti infiniti sonotangibili e rapprentabili graficamente, pero la
loro utilita a fini asgcurativi € molto discutibil e. Fornisco la rappresentazione graficadell e tre
curve presein considerazione per il cacolo del VaR.

125 veda atale propasito il capitolo sesto d A.J. McNeil , R. Frey, P. Embrechts - Quantitative Risk
Management - Princeton 2005
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H(x) di Pareto
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A questo propasito & interessante riportare dcune osservazioni fatte da P. Embrechts e
dai suoi collaboratori a propasito dell’uso d medie infinite. Si parte dalla definizione della
variabile caisale rappresentativa del sinistro pcsta nellaforma

d
ng L,

e s suppore dhe la wda della distribuzione sia gprosimativamente di tipo peretiano
fortemente asimmetrica, cioe

P(L >x)=x*h,(x) k=1,..d
dove h (x) éunafunzione de varialentamente.

In gqueste ondzioni se 0<a<1l dlora E(L, )=c, mentre per 1l<a<2
E(L, )<o mavar(L, )=c. Tuttavia, avverte P. Embredts, i risultati dellateoriadei valori

estremi, nonvanno sati ciecanente. Il cdcolo del VaR pudcondure aoneri ridicolamente dti
per il valore del cepitale. In maniera provocatoria P. Embredts afferma dhe i modelli aventi
mediainfinitadovrebbe essere banditi dagli strumenti usati dagli spedalisti.

Riconcsce de tutte le distribuzioni del tipo d Pareto hanno momenti infiniti e,
noncstante questo, il 1oro uso € molto frequente. Tuttavia avverte the se lamedia einfinita, le
distribuzioni vannotrattate cn molta caitela. Teoricamente esempre posshile cdcolareil VaR
anche on dstribuzioni con media infinita, come mostrato dal grafico che qui riporto, tuttavia
guando questo accale occorre mncedersi una pausa di riflessone e aalizzare in dettaglio le
cause the hanno patato a onsiderare tali distribuzioni.

13 ). Nedlehova— P. Embrechts — V. Chaves-Demoulin — Infinite Mean Models and LDA for Operational
Risk — Embrechts Website



L A DIMENSIONE DEI SINISTRI: UNA ESEGESI PERSONALE DELL A DISTRIBUZIONE 15
DI GIOVANNA FERRARA

VaR al 99,9% per diversi valori di alfa
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Ancora sulledistribuzioni di tipo paretiano

Quale ultimatappadi questo mio percorso vorrei parlare dell a distribuzione generali zzata
di Pareto come viene trattata da P. Embrecdhts nel testo gia dtato. Va detto che P. Embredits
un grande fabulatore, ma qualche volta la sua prosa, sempre riccadi storia edi riferimenti
bibli ografici, &€ dquanto ermetica @wn molti aconimi.

Nel trattare i metodi per individuare valori estremi introduce le GPD (distribuzione di
Pareto generalizzate)** la aii funzione di ripartizione édata da:

& (x)= 1-(1+ ExIB)YE, £#£0
SN 1 - exp(-x/B), &=0
dove B>0 e x=0

&=0
e 0<x<-B/E &¢<0

se
se

Questa funzione € generalizzata nel senso che pud descrivere vari tipi di funzioni: se
& =0s ha distribuzione esporenziale. Per comprendere meglio le deduzioni di Embredts,
ricondwiamo la distribuzione nella forma ano nota porendo B/§=x, e 1/&=a. Ne

deriva dhe se £ <0 cioese a >1 si haunadistribuzione mn ura mda orta; per £ >0 (a<1)
si haunadistribuzione mn codalunga emediainfinita.

A questo purto |'autore introduce la distribuzione dell’ ecces® al disopra di una ceta
soglianellaforma

14V edere anche latrattazione nel capitolo sesto d P. Embredts, C. Klippelberg, T. Mikosh “ Modelling
Extremal Events’ — Springer 1997
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F(x+u)—-F(u)

F,(x)=P(X-u)sx/ X>u)= 1= F(u)

elafunzione mediadi ecces datada
gqu)=E(X-u/ X>u)
In definitiva, sempre per le funzioni di Pareto generalizzate si ha:

_B+&u
W=y

dove 0su<ow se 0<&<le O<su<s-B/& se £<0.S osxrva the lafunzione media di

eccas e lineae rispetto alla soglia u. Risultato questo che aastato dtenuto da G. Benktander
e C.O. Segerdhal.

Evidentemente P. Embrechts aveva la necessta metoddogicadi racdiuderein uriunica
formula sia le funzioni esporenziali sia quelle di Pareto. Tuttavia ritengo che il taso d

estinzione nell a forma definita da G. Benktander , cioé u(x )= kX" sia piti comprensibile e

permette @n estrema “leggerezza” di passre a definire aache, come &biamo visto le
distribuzioni esterne dla dasse epatenziamente “pericolose”

Riflessoni finali

Al termine di questo mio percorso vorrel trasmettere dcuni messagg agli studiosi che
inizianoil loro cammino rel campo attuariale.

Il primo messaggio riguarda la necessta di risalire dle fonti originarie della materia da
trattare: domande wme quella che mi sono pata nell’ esporre, ad esempio, laformula di Pareto
dovrebbero partare sempre ariacwstarsi ala vera natura degli argomenti, prima de ess siano
stati sedimentati dalle interpretazioni di posteriori studiosi. Solo successvamente d s deve
inoltrare, con senso critico, nel campo degli ulteriori svilupp. So per esperienza e questo non
sempre eposshile, maquandolo &, occorre fare questo sforzo iniziale

Vorrel, d dtra parte, trasmettere lamia auriosita per tutti gli studi eff ettuati da atuari che
hanno operato o operano rel campo asdcurativo. Molto posdamo apprendere dalle loro
difficolta edubh. E' lampante, ad esempio, che un attuario, nella sua prass qudidiana, ha
sempre bisogno d definire una distribuzione, di cui possa stimare dmeno la media e la
varianza.

Infine vorrel comunicare il mio disagio circa la mnsiderazione delle medie infinite.
L’infinito & unma pura invenzione del nostro intelletto: nell’immanente, e quind anche
nell’ asgcurazione, tutto é finito. Lo sconforto, manifestato da Galil eo Galil ei, € axche mio e
potrei dire onlui™ “ queste son d quell e difficolta che derivano il discorrer che noi facdamo
col nastro intelletto finito intorno a gl’infiniti dandagli quelli attributi che noi diamo alle cse

finite eterminate”.

15 Galil eo Galil ei — Discorsi e dimostrazoni matematiche intorno a due nuove scienze— Einaudi 1990



